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Avant-propos

Ce polycopié, de travaux dirigés de l'année universitaire 2022-2023,
destiné aux étudiant du semestre six de la Licence Fondamentale
Sciences Mathématiques Appliquées (SMA), parcours Appliquée; vise
a permmetre aux étudiants d’appliquer le contenu du cours Schémas
numériques des EDO qui se fixe pour premier objectif d’initier les
étudiants aux méthodes numériques et leurs utilisations.

Le contenu proposé consiste en un recueil d’applications allant d’exer-
cices élémentaires a des questions plus approfondies. Ce polycopié est
adapté a la filiere sus-mentionnée et se limitera au programme enseigné
a la Faculté des Sciences de Tétouan durant’année précisée.

Ce travail ne constitue pas une référence complete, le lecteur intéressé

peut consulter d’autres références qui traitent ce méme contenu d’une
maniére plus profonde.
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- SERIE NV
Exercice 1 : On considere le probléme%lle d;]ucﬁy suivant :

a.

b.

{ y'(t)=t+yt) telo,1]
y(0)=1

Calculer des valeurs approchées de yo, y1, y2 et y3 en utilisant la méthode d’Euler explicite avec
h=0.1.

Sachant que la solution exacte est donnée par y(t) = 2e! —t — 1, Calculer I'erreur d’approximation
pour les valeurs approchées calculées précedemment. Comumeni varie cetle errcar en fonction de ¢ 7

Exercice 2 : Soit (PC) le probléme de Cauchy donné par :

d.

Y1) + 10y(t) = 0
y(0) =yo >0

(PC){

On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t, = nh pour n € N (en particulier ¢y = 0) et y, une

approximation de y(t,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Crank-Nicolson :
En intégrant ’équation différentielle entre t,, et t,1 puis en utilisant la méthode du trapéze pour
calculer ftt:“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,11 a partir de yy, ;

. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de

h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour tout h > 0;
Sous quelle condition sur h > 0 le schéma génére-t-il une suite positive ? Donner, alors, I’expression

de y, en fonction de n.

Exercice 3 : Considérons le probleme de Cauchy : Trouver y : [to, 7] — R tel que

{ y'(t) = fty(t), t>to
y(0) =yo

Supposons que ’on ait montré ’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes numériques

est de subdiviser U'intervalle [tg,T] en m intervalles de longueur h =

T —t

= t;+1 — t;. Pour chaque

m
noeud t; = tg + ih, (1 < i < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(¢;). Rappelons que

lensemble des valeurs {yo, y1, ...., Ym } représente la solution numérique du probléme.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur 'intégration de 1’équa-
tion différentielle y'(t) = f(t,y(t)) entre ¢; et t;42 :

Y(tive) —y(t;) = /t _ti” F(E, y(t))dt.

. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un

schéma numérique explicite permettant de calculer y; 1o & partir de y;11 et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive;

. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un

schéma numérique implicite permettant de calculer y; 2 & partir de y;41 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive;

. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.
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Exercice 4 On considere le probleme de Cauchy sur 'intervalle |0, 10], définie par :

{ y'(t) = —y(t), t>0
y(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probléme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordinaire ;

3. En déduire une formulation du type : y;+1 = g(h,i) avec g(h,?) une fonction a préciser (autrement
dit, l'itérée en t; ne dépend que de h et i et ne dépend pas de y;) ;

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues avec la méthode explicite
d’BEuler avec b = 2.5 puis avec h = 0.3.

Exercice 5 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste
a utiliser le calcul numérique de la dérivée et de 'utiliser pour approcher '(¢;). Soit f une fonction
supposée derivable sur un intervalle [a, b] et (;)i=0,..., une subdivision de [a, b] en n sous intervalles de

méme amplitude h = b_T“, une valeur approché de f/(z;) peut étre donnée par I'une des deux formules :

i fifay) = 2@ Fr) i)

a. Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

i == 07 ...,’I?,—l D2 . f/(xl) =

=1,...,n

i 1 23 4 5
flz) 2 4 8 16 32

al. Calculer, de deux maniéres différentes, une valeur approchée de f’(3),
a2. Sachant que f est définie par f(x) = 2%, calculer f’(3) et comparer la valeur exacte et les valeurs
approchées.
b. On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(t) = f(t,y(t) te[0,T]
(P){ y(0) =0

Soit (i)i=o,...» une subdivision de [0, 7] avec t; = 0+ i(%), une solution approchée {yo,y1, ..., Yn}

du probléme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :

bl. Ecrire Péquation différentielle pour t = ¢; puis utiliser D1 pour reformuler 'équation différentielle
en une relation entre y(t;+1) et y(t;);

b2. En utilisant 'approximation y; ~ y(t;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite) ;

b3. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition Dy au lieu de D ;

¢. On considere le probleme de Cauchy suivant :

{ Y (t) =1+y(t) telo,1]
y(0) =0

cl. Montrer que le probleme admet une solution unique. Donner I'expression explicite de cette solu-
tion.

c2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
explicite avec h = 0.1.

c3. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
implicite avec h = 0.1.

Exercice 6 : Considérons le probléme de Cauchy :

y'(t) =1 —2y(t)
P) { y(to) =1
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a. Montrer que le probleme (P) admet une solution unique. Donner l'expression explicite de cette
solution.

b. Soit A > 0 un pas de temps donné, t,, = nh pour n € R (ainsi tg = 0; t; = h; --+) et y, une
approximation de y(t,).
bl. Evaluer ftt:” y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;
b2. Intégrer ’équation différentielle, du probleme, entre t,, et t,+2 et déduire, en utilisant le résultat

de la question précédente, une relation entre y,4+2; ynt1 €t y, (et en fonction de h);

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution

numérique de (P)).

Exercice 7 : Considérons le probléeme de Cauchy suivant dont on suppose qu’il existe une et une seule
y'(t) = f(t,yt)) tE [to,T]
y(to) = %o

Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser l'intervalle [to; T'] en

N intervalles de longueur h = %. Pour chaque nceud t, = tg+nh; (1 <n < N) on cherche la valeur

solution : Trouver y : [tg, 7] C R — R tel que {

inconnue u,, qui approche y(t,) a partir de ug = yp. L’ensemble des valeurs {ug;u1;---un} représente
la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des schémas numériques basés sur 'intégration approchée de ’'EDO
y'(t) = f(t;y(t)) entre ¢, et t, 41 & partir de la relation :

tn+1

y(tn—i-l) - y(tn) + . f(t7 y(t))dt

Les schémas d’ADAM approchent l'intégrale précédente par 'intégrale d’un polynoéme interpolant f

en des points donnés.

a. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points & interpoler le point {tn}. Quel schéma
reconnait-on ?

b. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points & interpoler les points {tn;tns+1}. Quel
schéma, reconnait-on ?

c. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points {¢,_1;tn; tnt1}
en proposant une adéquate initialisation de la suite. (Attention : on intégre f sur U'intervalle [t,; tp+1]
mais on interpole f en t,_1, t, et tpi1).

Exercice 8 : Soit 8 > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme de Cauchy

{ v (t) = —By(t) Pourt >0
y(to) = %o

ol yo est une valeur donnée. Soit A > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € N (ainsi typ = 0) et

u, une approximation de y(t,) :

a. Ecrire le schéma du trapéze (appelé aussi de Crank Nicolson) permettant de calculer u,11 & partir
de uy,. Sous quelle condition sur A le schéma du trapéze est-il A-stable ? Autrement dit, pour quelles
valeurs de h la relation lim,—, 1oy, = 0 a-t-elle lieu?

b. A partir du schéma du trapéze, et en utilisant une prédiction progressive de votre choix déduire le
schéma de Heun. Sous quelle condition sur A le schéma de Heun est-il A-stable?

Exercice 9 : Soit tg € Ry, TRY, z9 € R, et soit f : [to,t9 + 1] x R — R une fonction Lipschitzienne de
constante L € RT. Pour tout t € [tg,to + T, et pour tous x,y € R :

On considere le probleme de Cauchy :
a'(t) = ft,x(t)), tE [to,to+T]

x(to) = Xy-.

(1.1)
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1. Montrer que le schéma d’Euler explicite a pas de temps constant pour résoudre le probléme précédent
est consistant et stable.

2. Calculer la différentielle premiere et seconde de f.

3. En déduire 'ordre de convergence du schéma de Euler.

Exercice 10 : Soit T' € R* , on considére les deux problémes :

2(0) = =

P {x’(t) =tsin(x), te€[0,T],
=5

et
5 {x’(t) =24+l te[l,T]
z(l)=1
1. Donner le schéma d’Euler explicite en prenant un pas de temps constant.
2. Calculer les 2 premiéres itérations en prenant comme pas de temps h = 0.1.

3. Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces problemes ?

Exercice 11 : Soit ¢y € Ry, T' € R%, 29 € R, et soit f : [to,tg + T] x R — R une fonction Lipschitzienne
de constante L € RT. On consideére le probléme de Cauchy :

{x,(t) = f(t,z(t)), tel=I[to,to+T] (1.2)

x(tg) = xo.

On utilise une partition de I avec un pas de temps constant. Etudier 'ordre de convergence du schéma :
1. Du point milieu explicite.

2. d’Heun explicite.

Exercice 12 : Construire un schéma de RK explicite d’ordre 3.

Exercice 13 : Soit to € Ry, T' € R%, 29 € R, et soit f : [to,to + 1] x R — R une fonction Lipschitzienne
de constante L € R*. On consideére le probléme de Cauchy :

{x’(t) = [t x(t), t€lto,to+T]. (1.3)

x(ty) = .

. Est ce que le schéma d’Euler explicite est A-Stable?
. On prend dans le TSL : L =1, tg =0, 29 = 1 et T'= 10. Calculer la solution exacte de (3).

1
2
3. Btudier la A-Stabilité du schéma.
4

,h:§eth:§.
2

. Tracer le graphe des solutions approchées et exacte pour : h = 5

DO |
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Exercice 1 : Soit tg € Ry, T € R%, 29 € R, et soit f : [tg,to + 7] — R une fonction Lipschitzienne de
constante L € RT. On consideére le probléme de Cauchy :
2'(t) = f(t,z(t)), tE€E [to,to+T).
x(tp) = xo.
1. Retrouver le schéma d’Euler implicite en utilisant une approximation de la dérivée.

2. Est ce que le schéma d’Euler implicite a pas constant est A-stable?

Exercice 2 : Soit L > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme (TLS) :
2/(t) = —Lx(t), Pourt>0
z(0) =x9 donné
Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N et x,, une approximation de z(tp).

1. Ecrire le schéma du trapéze (Crank-Nicolson) permettant de calculer z,,1 & partir de .

2. Etudier la A-Stabilité du schéma.
3. A partir du schéma du trapéze, en déduire le schéma de Heun, est-il A-Stable ?

Exercice 3 : L’évolution de la concentration de certaines réactions chimiques au cours du temps peut
z(t)

étre décrite par I'équation différentielle : 2/(t) = —1 el
Sachant qu’a 'instant ¢ = 0 la concentration est x(0) = 5 , déterminer la concentration & ¢ = 2 a l'aide

de la méthode d’Euler implicite avec un pas h = 0.5.

Exercice 4 : On considere le schéma :
k 2k k
Tni1 = Tp+h <61 + 5+ 63>

avec : k1 = f(tn, Tn), ko = f(tn + %,xn + h%l) et ks = f(tn + h,x, — hky + 2hks).
1. Dresser le tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer le schéma a un probléeme du type (TLS) et exprimer, dans ce cas, x,.

3. Etudier, dans ce cas, la limy, s 400 T, €t déduire.

x(t)t dont nous calculons une solution

Exercice 5 : Nous considérons 1’équation différentielle x’(t)

numérique par la formule suivante :

h htpxy,
Tutt = T+ bt + ) (@0 + o)

1. Sachant que nous avons utilisé un schéma de Runge-Kutta implicite de tableau de Butcher :

C1 | all a2
c2 | a1 ax
| b1 b

Déterminer toutes les valeurs sur le tableau précédent. Est ce que ce schéma est consistant ?

BoucHaiB FERRAHI 2022-2023
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2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, zy, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (), et déduire.

Exercice 6 : Trouver @ € R pour que le schéma (implicite) de Runge-Kutta de tableau de Butcher

suivant :
| 0 «
1| 1 0
I T

Soit d’ordre, au moins, égal a 2 pour la fonction f(¢,x) = x et Péquation 2'(t) = f(t, z(t)).

Exercice 7 : Nous considérons 1'équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,x) = xt?> dont nous cherchons une
solution numérique par le schéma, de Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 o0
3 3

i1 0
0 1

1. Exprimer x,+1 en fonction de z,. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer la schéma au probléme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (x,,), et déduire.

Exercice 8 : Nous considérons 1’équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = 22 + t dont nous cherchons
une solution numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-Kutta, donné par son
tableau de Butcher :

o] 0 0 0

1 1

7 | 3 0 0
I T

Pour chacun de ces deux schémas :
1. Exprimer x,+1 en fonction de z, ;
2. Sachant que zg =0 et h = 1, calculer x;.

Exercice 9 : Nous considérons 1'équation z/(t) = f(t,x(t)) avec f(t,x) = x.t dont nous cherchons une
solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de Runge-Kutta, donné
par son tableau de Butcher :

o] 0 0 0
1 1

2 S (R
1] -1 2 0
5 3

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer x,4+1 en fonction de z, ;
2. Sachant que 9 =1 et h = 0.1, calculer z;.

Exercice 10 : Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le schéma,
donner un exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?
1. Schéma implicite RK a 2 étages.
2. Schéma semi-implicite RK a 2 étages.
3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas explicites.
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Exercice 1 : On considére un réel X et I’équation différentielle donnée par :
z(0) =7y et 2'(t)=—-Ax(t), t >0

Soit T > 0 et la discrétisation définie par : m € N*, i = % et tp = khpour k=0,1,---,m.

Déterminer la solution exacte de ce probléme, Z(t), t > 0;

Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer la solution numérique, xj, en fonction de & ;
Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer xj en fonction de k;

Appliquer le schéma d’Euler implicite et exprimer x; en fonction de k ;

On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie |zi| < |z¢| pour

CU o=

tous £k =0,--- ,m quel que soit A > 0;

6. On suppose que A > 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Euler explicite
vérifie |zy| < |xg| pour tous k= 0,--- ,m;

7. On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite zj reste du signe de zg
pour tous k=0, --- ,m quel que soit A > 0h;

8. On suppose que A < 0. Donner une condition sur 4 pour que la solution du schéma d’Euler implicite
xj soit du signe de zg pour tous k=0,--- ,m;

9. Soit T, = Z(tx), k =0,--- ,m. Montrer que 'erreur de consistance du schéma d’Euler implicite :

Ti4+1 — Tk _
= ——— 4+ ATpa1
3 +

7’ . T 2
vérifie : |ry| < "”02)‘ h pour tous k =0,--- ,m—1;

10. On définit D'erreur ey, = Ty, — xp, k = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer qu’elle

vérifie I’équation suivante, pour tous k=0,--- ,m —1:

€k4+1 — €k

A =
3 + Aek+1 =Tk

11. On suppose que A > 0. Montrer que :
‘Gk’ < ’60‘ + TxOTh pour tous k=0,---,m

En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a 1’ordre 1 pour A > 0;
12 Reprendre 'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0;
13. Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.

Exercice 2 : La formule de Taylor peut étre utilisée pour définir un schéma numérique. En effet :

h? h3 h
y(@+h) = y@) + hy'(z) + 559" (@) + 579" (@) + oo+ —y (@) + E(x, h)

E(x,h) est la troncature donnée par

hm+1 )
E(xz,h) = my(mﬂ)(@ pour un certain & € [z, x + h]
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La méthode consiste a prédire y(z + h en fonction de y(x) en calculant et en remplacant les dérivées
successives 3™ en fonction de f(x,y(z)). Dans ce cas erreur peut étre approchée par :

Bl ) = T (0 4 h) ) ()

(m+1)

Application :
y'(x) +4y(z) = 2?
y(0) =1

En considérant m = 4, estimer y(0.1) et erreur associée.

Exercice 3 : Annoncer, dans le cas scalaire, les trois résultats fondamentaux (critére de consistance,
critere de stabilité et le Théoreme de Lax) et les démontrer.
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Exercice 1 : On consideére le probléeme de Cauchy suivant :
y'(t)=t+y(t) tel0,1]
y(0) =1

a. Calculer des valeurs approchées de yo, y1, y2 et ys en utilisant la méthode d’Euler explicite avec
h =0.1.
b. Sachant que la solution exacte est donnée par y(t) = 2e* —t — 1, Calculer I'erreur d’approximation

pour les valeurs approchées calculées précédemment. Comment varie cette erreur en fonction de 7

Solution :
f(t,x) =t + x est une fonction lipschitzienne et le schéma d’Euler explicite s’écrit :

Yn+1 = Yn + hf(tn,Yn) = yn + h(tn + yn) = (1 + h)yn + Aty
y=1 y=1.1 Yo = 1.22
y3 = 1.362 g4 = 1.5282
y(to) = y(0) =1 y(t1) = »(0.1) = 2" — 0.1 — 1 ~1.1103
y(ta) = (0.2) = 2e%2 — 0.2 — 1 =1.2428  y(t3) = y(0.3) = 2e"3 — 0.3 — 1 = 1.3997
Eo = 1y(0) —yol =0

Ey = |y(t1) — y1| = |1.1103 — 1.1| = 0.0103

By = |y(ta) — yo| = [1.2428 — 1.22| = 0.0228

E3 = |y(t3) — y3| = [1.3997 — 1.362| = 0.0377

L’erreur semble croitre d’une itération a la suivante.

Exercice 2 : Soit (PC) le probléeme de Cauchy donné par :

y'(t) +10y(t) = 0

<PC){ y(0) = 30 > 0

a. On suppose que (PC) admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

b. Soit A > 0 un pas de temps donné, on pose t, = nh pour n € N (en particulier ¢ty = 0) et y, une
approximation de y(t,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Crank-Nicolson :
En intégrant ’équation différentielle entre ¢, et t,41 puis en utilisant la méthode du trapeéze pour
calculer ftt:“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 1 & partir de y,, ;

c. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de
h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour tout h > 0;

d. Sous quelle condition sur h > 0 le schéma génére-t-il une suite positive ? Donner, alors, I’expression

de y, en fonction de n.
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Solution :
a. On suppose que (PC) admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);
Par séparation des variables, nous avons :
dy dy

Yy =—-10y = i —10y = m = —10dt = In(|y|) = =10t + c = |y| = ™% = y = ke 1%

et comme y(0) = yo = ke alors, la solution du (PC) est :

y(t) = yoe '

b. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t, = nh pour n € N (en particulier ¢y = 0) et y,, une
approximation de y(¢,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢, et ¢,41 puis en utilisant la méthode du trapeze pour
calculer ftt:“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,1 & partir de y,; En intégrant

I’équation, nous avons :
tnt1 tnt1 tnt1
[T =10 [ y0dt = yltan) —ut) = —10 [ p(e)ar

En appliquant la méthode du trapeze pour approcher I'intégrale su deuxieme membre, nous obtenons :

W) =ytn) = —10((t2 — ) A EN )y g 2] 20y g1, 1) 1)

Finalement, en utilisant ’approximation y(¢;) ~ y; on déduit :

1—-5h

Ynil — Yn = _5h(yn+1 —+ yn) = (1 + 5h)yn+1 = (1 — 5h)yn = Yn+1 = myn

c. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de
h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour tout h > 0; On a :

1—5h
= —_—— =T
Yn+1 1+5hyn Yn

si h # % alors r # 0 et la suite (yy,), est géométrique de raison r = %
En plus, h étant positif,

|1 — 5h|

1 -5k <|1|+| =5kl =1+ 5h=[1+5h| = |r| = ———
| | <[+ ]=5h=1+ 14 5h = Irl = 11475

d. Sous quelle condition sur h > 0 le schéma génére-t-il une suite positive ? Donner, alors, I’expression
de y, en fonction de n.

1—-5h
= >0=>1-5Ah>0=h<
" 1+4+5h — - -

En utilisant les propriétés des suites géométriques et en supposant h < % ona :

ot =

1—-5h
1+5h

Yn = Yor" = yo( )"

Exercice 3 : Considérons le probleme de Cauchy : Trouver y : [to, 7] — R tel que

{ y'(t) = f(t,y(t), t>to
y(0) = yo

Supposons que l'on ait montré l’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes
T —t

numériques est de subdiviser U'intervalle [tg, T] en m intervalles de longueur h = = tit1 — t.

Pour chaque noeud t; = to + ih, (1 < @ < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(¢;).
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Rappelons que 'ensemble des valeurs {yo,y1, ..., Ym } représente la solution numérique du probleme.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur l'intégration de
Iéquation différentielle y/'(t) = f(t,y(t)) entre t; et t;1o :

Y(tive) —y(t;) = /t %m £t y(t))dt.

a. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique explicite permettant de calculer y; o a partir de y;11 et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive;

b. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y; o & partir de y;41 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive;

c. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.

Solution :
Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur 'intégration de 1’équa-
tion différentielle y'(t) = f(t,y(t)) entre ¢; et t;42 :

y(tivs) —y(t;) = /t ()t

a. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique explicite permettant de calculer y; o a partir de y;11 et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive;
La méthode du point milieu (ou rectangle au milieu) consiste a remplacer la fonction g(t) = f(¢,y(t))

par la constante g(%"b) =g(tit1) = f(tiv1,y(tiv1)) =~ f(tiv1, Yit1) :

tit2 tit2 tit2
/t' [t y(t))dt = /t J(tiv1, yir1)dt = f(tiv1, yir1) /t dt = f(tiv1, Yir1)[tive—ti] = 2hf(tiv1, Yir1
D’ou :

Y(tive) —y(ti) = 2hf(tiv1,yiv1) = y(tiv2) = y(ts) + 2hf (tiv1, yiv1) = Yira = yi + 2hf(tiv1, yir1)

Le calcul de y;t2 nécessite les deux valeurs y;11 et y;, par conséquent, on doit donner les deux
premieres valeurs de la suite :
yo = y(0) donnée et y1 =y’ = yo + hf(to, yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.

b. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y; o & partir de y;41 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction

d’Euler progressive;

Application de la méthode de Simpson avec les trois points : x;, x;+1 et T2 :

/ P pep)dt = TR (1)) + ARGyt 1) + Pt y(tir)]

t; 6
On a:tio —t; =2het f(t;,y(t;)) ~ f(tj,v))
d’ou : "
Yitr — Vi =3 f(ts, i) + 4f (tiv1, Yit1) + f(tivo, vit2)]
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n
Yivo = Yi + 3 Uf(ti, ys) + 4f (tiv1, Yit1) + f(tivo, Yit2)]

Le calcul de y;y2 nécessite les deux valeurs y;11 et y;, par conséquent, on doit donner les deux
premieres valeurs de la suite :

yo = y(0) donnée et y; =yt = yo + hf(to,yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.
Remarquons que y;19 figure aussi dans le second membre, donc la méthode est implicite (nécessite
un calcul supplémentaire pour isoler et calculer ;2.

c. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.
Pour obtenir une méthode explicite, il suffit de remplacer, dans le second membre, y;12 par une
expression équivalente (par exemple, en utilisant la méthode explicite d’Euler) : y;10 = yfm =

Yir1 + hf(tiy,yir1) dou:

h
Yir2 = Yi + 3 Uf(ts, i) +4f (tiv1s Yit1) + [, vier + R f (i, Yit1))]

Exercice 4 On consideére le probléeme de Cauchy sur Uintervalle [0, 10], définie par :

{ y'(t) = —y(t), t>0
y(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probléme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordinaire ;

3. En déduire une formulation du type : y;+1 = g(h,i) avec g(h,?) une fonction a préciser (autrement
dit, l'itérée en t; ne dépend que de h et i et ne dépend pas de y;) ;

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues avec la méthode explicite
d’Euler avec h = 2.5 puis avec h = 0.5.

Solution :
1. Calculer la solution exacte du probléeme de Cauchy ; Séparation des variables :

d d
y/:—y=>d—gz:—y=>—y:—dt:>1n(]y\):—t+cste:>y:Keft
Y

y0)=1=K=1=y=c¢"

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordinaire
(EDO);
YW uP) = P = gt W (b yE) = uF — hyP = (1 — by = 1,2
h _f(l?yz)éyz—f—l_yl—i_ f(l7yz)_yz yz_( )yz pOUI”L— g Ly oo
yo = y(0) = 1 donnée,

3. En déduire une formulation du type :

Yi+1 = g(h’v Z)
avec g(h,i) une fonction & préciser (autrement dit, 'itérée en t; ne dépend que de h et i et ne
dépend pas de y;) ; On a

yh=0=hyl =1 -nA-hy =..=0—-h)"y=01-h)""

On peut démontrer le résultat par récurrence.
4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour tracer les solutions : Pour chaque méthode numérique, il
faut construire la table des valeurs (¢;,y;) :
e exacte,
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e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5,
n=4
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 1.25,
n=_§
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 0.5.
n =20

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour tracer les solutions :
e exacte : La fonction y(t) = e~* Pour chaque méthode numérique, il faut construire la table des
valeurs (¢, ;) :
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5 = n =4 et y;4; = (—1, 5)“’1, 1=0,1,...

1 |0 1 2 3 4
t; 10| 2,5 ) 7,5 10
vi | 1| —1,5] 2,25 | —3,375 | 5,0625
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 0.5 = n = 20 et y;41 = (0,5)'T, i =0,1,...

i o] 1] 2 3 4 5 6 7 8
t: 1005 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
Y;|1]0,5]025]0,125|0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | 0,0078125 | 0,00390625
9 10 11 12 13
4,5 5 5,5 6 6,5
0,001953125 | 0,001953125 | 0,0009765625 | 0,00048828125 | 0,0001220703125
14 15 16 17
7 7.5 8 8,5
0,00006103515625 | 0,000030517578125 | 0,0000152587890625 | 0,00000762939453125
18 19 20
9 9,5 10

0,000003814697265625 | 0,0000019073486328125 | 0,00000095367431640625
La courbe représente la solution exacte, les points A, B2, C2,.... la solution approchée avec n = 4

et les points A, B, C,... la solution approchée avec n = 20.

Exercice 5 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste
a utiliser le calcul numérique de la dérivée et de l'utiliser pour approcher y'(¢;). Soit f une fonction
supposée derivable sur un intervalle [a,b] et (;)i=o,. » une subdivision de [a,b] en n sous intervalles de
méme amplitude h = b*T“, une valeur approché de f/(z;) peut étre donnée par I'une des deux formules :

f(@iv1) — f(@)
h

Dy fyfa) = TS

a. Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

Dy : fa(xi) =

flz) 2 4 8 16 32

al. Calculer, de deux manieres différentes, une valeur approchée de f'(3),
a2. Sachant que f est définie par f(x) = 2%, calculer f’(3) et comparer la valeur exacte et les valeurs
approchées.
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On considere le probleme de Cauchy suivant :

(P) { y'(t) = ft,y(t)) tel0,T]

y(0) = yo
Soit (t;)i=o,...,» une subdivision de [0, 7] avec ¢; = 0 +i(X=2), une solution approchée {yo, y1, ..., yn}
du probléme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :
bl. Ecrire Péquation différentielle pour ¢ = ¢; puis utiliser D; pour reformuler I’équation différentielle
en une relation entre y(t;1+1) et y(t;);
b2. En utilisant 'approximation y; ~ y(t;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite) ;
b3. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition Ds au lieu de D ;

. On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(t)=1+y(t) tel0,1]
y(0) =0
cl. Montrer que le probléme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette solu-

tion.

c2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
explicite avec h = 0.1.

c3. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
implicite avec h = 0.1.

Solution :

1) Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

flz;)) 2 4 8 16 32

a. Calculer, de deux maniéres différentes, une valeur approchée de f'(3),

F®) = Fan) ~ fi(3) = L S T TG 8-

£8) = fla) ~ fz) = 12 T0) T B 4
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b. Sachant que f est définie par f(x) = 2%, calculer f/(3),
fz) =2 =e"M2 = f(2) =In2e* M2 =27 In2 = f/(3) =2°In2 ~ 4,23
On considere le probleme de Cauchy suivant :

py ) VO =Fty) te[0,T]
(P) _
y(0) = yo
Soit (£;)i=0,....» une subdivision de [0,7] avec t; = 0 + i(Z-2), une solution approchée {yo,y1, ..., yn}
du probléme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :
a. Ecrire Péquation différentielle pour t = ¢; puis utiliser D1 pour reformuler 'équation différentielle
en une relation entre y(t; 1) et y(t;);
On a:

y(tiv1) — y(ti)

Y (ti) = flts,y(ts) = h

= f(ti,y(t:)) = y(tiyr = y(ts) + hf(ts, y(t:))

b. En utilisant approximation y; ~ y(¢;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite) ;
On a:

y(tiv1) = y(t) + hf(ti, y(ti)) = viv1) = yi + hf (i, vi)

c. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition Dy au lieu de D1 ;

(t) = St ytr) = PO g gy 5yt =yl + S y)

Donc :
Yi = Yi—1 + hf(ti, 4i) = yit1 = yi + hf (i1, vis1)
On considere le probleme de Cauchy suivant :

y(6) =1+y(t) telo1]
) { y(0) =0

Montrer que ce probléme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette solution.
Il s’agit d’un probléme de Cauchy avec f(t,y) =1+ y et ona:

|fty1) — fty)l =11+ 31 — (1 +y2)| = |y1 — 2l

Donc f est Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et le probleme de Cauchy admet une

solution unique.

Equation différentielle linéaire du ler ordre : y/(t) —y(t) = 0 = y(t) = Ke' y(t) = —1 est une solution
=0a

particuliere, donc : y(t) = ke! — 1 et comme y(0) lors k = 1 donc :

yt) =€ —1

. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler

explicite ou progressive avec h = 0.1.
iy _ P _ P P —
= = f(ti,yi) = yis1 = yi + hf(ti,y;) pouri=1,2, ...
yo donnée,

avec
h:()]-a f(tvy) =1+y, ety=0
Soit :
yh =yl +01(1+yl) =01+ 1.1y avec yf = y(0) =0eti=0,1,...,10
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- Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y¥(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
implicite avec h = 0.1. Notons qu'une valeur approchée de y(t;) = y(ih) = y = 0.1 + 1.1y" | pour
t=1,...,10 donc :

y(0.1) =y(t1) ~yf =01+ 1.1x0=0.1, 9(0.2) = y(t2) ~y¥ =01+ 11 xy’ =01+ 1.1x0.1=
0.21,....

Schéma d’Euler retrograde ou implicite :

R R ,
{ BELI = f(tiv1, yie1) = YRy = yi + hf(tis,yfy)  pouri=0,1,2,...

yo donnée,
avec
h=0.1, f(t,Ly) =14y, et yo=0
Soit :
R R R R R R 1 10 p R ,
Yier =¥  +01(1+y; ) =014y +01yl =y = 9 + o Vi avec yp = y(0)=0eti=0,1,...

Notons qu'une valeur approchée de y(t;) = y(ih) = yF = % + %yﬁl pour i = 1,...,10 donc :

y(0.1) myf =3+ Wyl =L 4(0.2) = y(ty) @ 5+ Lyff =1 + DV ~0.23,....

. Comparer les erreurs d’approximation des deux méthodes.

Il faut comparer lerreur (la différence) entre la valeur exacte et les valeurs approchées, on peut
utiliser le tableau suivant :

i 0 1 2 3 4 5 1..19
t; 0 0.1 0.2 0.3104]05|..1]0.9
Valeur exacte y(t;) = et —1 | 0| et —1~0.105 | %2 — 1 ~0.221
Valeur approchée explicite yZP 0 0.1 0.21
Valeur approchée implicite yiP 0 é ~ (0.111 0.23
Erreur Ep = |y(t;) — 7| 0 0.005 0.011
Erreur Er = |y(t;) — yF| 0 0.006 0.009

Exercice 6 : Considérons le probléme de Cauchy :

y'(t) =1-2y(t)
F { y(to) =1

. Montrer que le probleme (P) admet une solution unique. Donner 'expression explicite de cette

solution.

. Soit h > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € R (ainsi ty = 0; t; = h; --+) et y, une

approximation de y(t,).

bl. Evaluer jf:“ y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;

b2. Intégrer I’équation différentielle, du probleme, entre t,, et t,, 1o et déduire, en utilisant le résultat
de la question précédente, une relation entre y,4+2; Yn+1 et y, (et en fonction de h);

. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution

numérique de (P)).

Solution

y'(t) =1 —2y(t)

Soit (P) le probleme de Cauchy donné par :  (P) { 0) =1
y =

1. Montrer que (P) admet une solution unique et résoudre ce probléme (solution exacte) ;

(P) est un probleme de Cauchy avec f(t,y) =1—2y et on a :

[f(t 1) — f(tye)| =1 —2y1 — (1= 292)[ = | = 2(y1 — y2)| = 2[y1 — ¥2|
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Donc f est 2-Lipschitzienne par rapport a la deuxieéme variable et le probleme admet une solution
unique.

ESSM : ¢/ = —2y = y = ke~ 2! Solution particuliére (variation de la constante) :

Ke? —2ke=1-2ke?=mk="lrak=H=k=9 =>y,=1

La solution générale est donnée par :

y=ke @ +letyl0)=k+i=1=k=1

Finalement, la solution du probleme est donnée par :

y(t) = 51+ e)

2. Soit A > 0 un pas de temps donné, t,, = nh pour n € N (ainsi ty = 0) et y,, une approximation de

Y(tn)-
a. Evaluer ff:“ y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;

tnt2 thaio +1
[ w0t = (s =ty

b. Intégrer ’équation différentielle, du probleme, entre t,, et t,,1+2 et déduire, en utilisant le résultat

) = 2hy(tn+1)

de la question (2.a.), une relation entre y,t2, Yn+1 €t yn (et en fonction de h);

tn+2 tn+2 tn+2 tn+2
/ Y (1)dt :/ (1 — 2y(1))dt :/ dt — 2/ y(t)dt
tn tn tn tn

y(tn—i—?) - y(tn) =2h — 4hy(tn+1>
Donc :

Yn42 = _4hyn+1 + Yn + 2h

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une réso-
lution numérique de (P)).
On utilise la méthode d’Euler progressive :

yi=yo+hf(t,yo) =yo+h(l—-2yo) =1+h(1-2)=1-h
Donc le schéma est donné par :

Yn+2 = _4hyn+1 + Yn + 2h
yp1=1-nh
yo =1

Exercice 7 : Considérons le probleme de Cauchy suivant dont on suppose qu’il existe une et une seule

"(t) = f(t,y(t t e lty, T
solution : Trouver y : [tg, 7] C R — R tel que { y(®) = fty(®) €t T]

y(to) = vo
Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser l'intervalle [to; 7] en
N intervalles de longueur h = %. Pour chaque nceud ¢, = tg+nh; (1 < n < N) on cherche la valeur

inconnue u,, qui approche y(t,) a partir de ug = yo. L’ensemble des valeurs {ug;uy;- - uy} représente
la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des schémas numériques basés sur 'intégration approchée de 'EDO
y'(t) = f(t;y(t)) entre ¢, et t,4+1 & partir de la relation :

tn+1

Y(tnt1) = y(tn) + t f(t,y(t))dt

Les schémas d’ADAM approchent I'intégrale précédente par I'intégrale d’un polynéme interpolant f
en des points donnés.
a. Ecrire le schéma explicite obtenu en choisissant comme points & interpoler le point {tn}. Quel schéma
reconnait-on ?
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b. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points {t,;t,+1}. Quel
schéma, reconnait-on ?

c. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points & interpoler les points {¢,_1;tn; tnt1}
en proposant une adéquate initialisation de la suite. (Attention : on integre f sur l'intervalle
[tn; tn+1] mais on interpole f en t,_1, t, et t,41).

Solution
1) Le polynéme d’interpolation de la fonction f(.,y(.)) sur la base d’un seul point t,, est le polynéme de
degré zéro donné par Py(x) = f(tn,y(tn)). Donc :

tn+1

W(tas) = y(ta) + [ ROt = y(t) + (b u(t) | = () + £l y(60) (s — )

tn

Y(tnt1) = y(tn) + hf(tn, y(tn))

Avec 'approximation y(t;) ~ y;, nous obtenons :

Yn+1 = Yn + hf(tnu yn)

qui est le schéma d’Euler explicite.

2) Le polynéme d’interpolation de la fonction f(.,y(.)) sur la base de deux points ¢, et t,41 est le
polynoéme de degré un donné par

Pi(z) = 2 p i y(t) +

—— (1, y(Enpa
tn_tn+1 tn—i—l_tn (n-i— (n—i— ))

PL) = = Fltnsy(t)) (¢ = i) + 3 P, ()~ t)

h
Donc :
tn+l
Y(tn+1) = y(tn) . Py(t)dt
1 tnt1 1 tnt1
= ylta) = 3 Ftaw(t) [ (= tua)dt (s (b)) [ (6= ta)de

Ona:

o1 22 ot 2 42 1 B2
/t (t —tpy1)dt = [2 - tht] = % —tp )+ tpgatn = —5(75%“ +th = 2tngatn) = -y

n tn

tnt1 2? g2 2 1 h?
/t (t —tn)dt = [2 - tntl = % — tntpy1 + 1 = i(tiﬂ +tp — 2ptpy1) = >
n tn

On en déduit que :

tnsr) = ylta) + & Fltns 0(tn)) + 5 F b 0(tnsn) = 5 (o, ylt)) + F syt i)

Remarquons que nous pouvons appliquer directement la méthode du trapeze qui es définie comme étant
la méthode basée sur l'interpolation entre les deux bornes de l'intégrale, et on aura :

[ pode= [ gt = I gl0n) 4 g(tnin)) = 5y + Fones i)

Et nous retrouvons le méme résultat.
Le polynéme d’interpolation de la fonction f(.,y(.)) sur la base des points t,,—1, t,, et t,,11 est le polynéme
de degré deux donné par :
Py(t) =
(t —tn)(t — tny1)
(tn—l - tn)(tn—l - tn-i-l)

(t — tnfl)(t - tn+1)
(tn - tn—l)(tn - tn—i—l)

fltn—1,y(tn-1)) +

f(tn; y(tn))
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(0 —lp—1){L —1n)
(tn+1 - tn—l)(tn—H - tn)

= It b)) gty ) - LU U fltust )

En intégrant ’équation différentielle est en remplagant ftt;“” f(t, y(t))dt par ftt:“ P,(t)dt nous obtenons :

_l’_

f(tTH—la y(tn+1))

f(tnfla y(tnfl))

(t—tn-1)(t —tnt1) + (t—tn-1)(t —tn)

tn+l

Y(tn+1) = y(tn) + . Py(t)dt

y(tn+1) = y(tn)+

/tn+1 ( f(tn_1, y(tn—l))
" 2h?

f(tn, y(tn))
h2

f(tnt1,y(tng1))
2h2

(t_tn)(t_tn—i-l)_ (t_tn—l)(t_tn+1)+ (t_tn—l)(t_tn))dt

n

Y(tns1) = y(tn) + f (tn_léli/Z(tn_l)) /t t"“(t —tn)(t — typ1)dt — Htmyin)) (t"’,fé(t")) /t tn“(t = tn—1)(t — tnyr)di+

tnt1
f “"“2’22@”“)) /t (= )t~ )t

y(thrl) = y(tn) + Anf(tnfla y(tnfl)) + an(tn7 y(tn)) + Cnf(tn+1a y(thrl))

Avec :

A, = L[ d
=gt )t

B L[ d
= — t =ty 1)(t — tpyr)dt
e = )t )

1 tn+1
Co= 5 /t (t = b1 )(t — tn)dt
Les coefficients A,,, By, et C,, sont & calculer en fonction de ¢, t,11, n et h (et non pas ¢,_1. Par exemple,

nous avons :

tnt1 trn+1 5 t3 t2 tnt1
/ ((t = tn)(t — tpy1))dt = /t (t° — (tn + tns1)t + tptng1)dt = 3+ (tn+tn+1)5 + totniat
tn n tn
3. 2., t3 t2
=+ (tn + tne1) 5 +intntitor = (g + (tn + t”“)i + tntntitn)
t%+1 — t?z tTZzH —t

=—70 + (tn + tn—i—l) - + tntn—l—l(tn—l-l - tn)

3 2

(tnt1 — tn)(tns1 + tn)
2

thet — tn) (B2 + tnaatn + 12
_ (o ")(’”; ntitn ")+(tn+tn+1)

+ tntn+1 (tn—l-l - tn)

h h
= g(zti+1 +tpitn +12) + o (tn + tnt1)? + Ptntnii

h
= 6(2t3; 1 21ty + 262 4 32 + Gtypaty + 32 + 6tytn)

h
= — (52,1 + 14tntyi1 + 5ty)

6
h o
= 5 (5th41 = 10tatn ey + 5t + 24tntnt)
h 2
= 6(5(tn+1 —tn)* + 24t,tn41)

h
= 6(5h2 + 24t tni1)
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Donc :

A —1/tn+1(t—t V(= tn)dt = — P (5h2 4 24t tir) = = (5B2 4 24t 1)
n — 2h2 . n n+1 - 2h2 6 nin41) — 12 nin+1

B, et C), sont a calculer de la méme maniére. Finalement, avec 'approximation y(¢;) = y; nous avons
le schéma suivant :

Yn+tl = Yn + Anf(tn—la yn—l) + an(tn; yn) + Cnf(tn—l-l: yTH-l)

Remarquons que ce schéma est implicite et & deux niveaux (y,+1 en fonction de y,, et y,—1).

Les deux premiers termes : yo et y1 = yo + hf(to,yo) (calculer avec la progression d’Euler.

Le schéma peut étre transformé en un schéma explicite en remplacant, dans le second membre, y,41 par
Yn + hf(tn,yn) (en utilisant la progression d’Euler). Finalement le schéma s’écrit :

Ynt+1 = Yn + Anf(tnfla ynfl) + an(tm yn) + Cnf(tn+1v Yn + hf(tm yn)) n>1
Yo donnée
y1 = yo + hf(to,%o)

Exercice 8 : Soit > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme de Cauchy

{ y'(t) = —Py(t) Pourt >0
y(to) = vo

ol yo est une valeur donnée. Soit A > 0 un pas de temps donné, t,, = nh pour n € N (ainsi tyx = 0) et

u, une approximation de y(t,) :

a. Ecrire le schéma du trapéze (appelé aussi de Crank Nicolson) permettant de calculer u,11 & partir
de uy,. Sous quelle condition sur A le schéma du trapeéze est-il A-stable ? Autrement dit, pour quelles
valeurs de h la relation lim,— ooty = 0 a-t-elle lieu?

b. A partir du schéma du trapéze, et en utilisant une prédiction progressive de votre choix déduire le
schéma de Heun. Sous quelle condition sur A le schéma de Heun est-il A-stable?

Solution

1) En intégrant 1’équation différentielle et en utilisant la méthode du trapeze pour calculer 'intégrale
du second membre nous obtenons :

) = yltn) =5 [ y(0)dt = ~B5 ltnsr) + ()

En utilisant approximation y(¢;) = u; nous obtenons :

h
Un+1 — Up = _5§(un+1 + un)
Gh Gh
A+ )unr = (1= = )un
1-8 2 _pn
Un+1 =

= u
1+ 8 24+ p0 "
Donc, la suite (uy,), est géométrique et on a :

2 —pBh
24 Bh

On sait que § et h sont strictement positifs, et on a :

2—pBh

n+1 _
)+U0—(2+ﬁh

)n—i—l

Un+1 = ( Yo

2 — Bh

1
5+ Bh °

|2—pBh| < 2|+ |—Bhl|=2+Bh = |2+ ph| =

Dong, la suite (uy,), converge vers 0.
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2) L’application de la méthode du trapeéze au probleme de Cauchy donne un schéma implicite (41
figure aussi dans le second membre). Pour surmonter cette difficulté et obtenir un schéma explicite,
la méthode de Heun consiste a remplacer u,1, dans le second membre, par une progression d’Euler.
Nous obtenons, dans le cas général, successivement :

o) = yltn) = [ FEp0)dt = S, 90) + Fonrs, (i)

h

Y(tut1) = y(tn) + S((F (), y(ta)) + ftars, y(ta) + 1f (tn, y(ta))))

Soit, avec I'approximation y(t;) = w; :

it = 5 () ) Pt + 1 b )

et comme f(t,y) = —fy, on déduit :
Uptl = Up + g(_ﬁun - ﬁ(un + h(_ﬁun))) = Up + g(_ﬂun - 5“77, + h/BQUn)

(hB)*
2

Un+1 = (1 - hﬁ + )un

et :
(hB)Q )n—i-luO _ (1 _ hﬁ + (hﬁ)z )n—i—lyo

wnpr = (1= hB+ = o

La suite (uy, ), converge vers 0 Si et seulement si |1 — hf + %| < 1 posons x = hf3 > 0 et étudions
la fonction g(z) = %2 — x4+ 1 pour z > 0. La fonction est décroissante sur [0, 1] et croissante sur
[1,+00[ avec g(0) = 1, g(1) = 3 et g(2) = 1 et donc |g(z)| < 1 si et seulement si  €]0,2[. On en
déduit que la suite converge vers 0 si et seulement si 0 < hf5 < 2 s0it 0 < h < %

5
Exercice 9 : Soit to € Ry, T € R%, 29 € R, et soit f : [tg,to +T] x R — R une fonction Lipschitzienne
de constante L € RT. Pour tout ¢ € [tg,to + T}, et pour tous z,y € R :

[f(t,x) = f(t,y)] < Llz —y|

On considere le probleme de Cauchy :

:L‘(to) = X20-. (21)

{m’(t) = f(t,z(t), t€[to,to+T]

1. Montrer que le schéma d’Euler explicite & pas de temps constant pour résoudre le probleme précédent
est consistant et stable.

2. Calculer la différentielle premiére et seconde de f.

3. En déduire 'ordre de convergence du schéma de Euler.

Solution :
1. Avec les notation de la définition, pour le schéma d’Euler explicite on a ®(t,z,h) = f(t,2). Donc
Euler explicite est consistant. Puisque f est lipschitzienne alors on a :

[f(t,x) = f(t,y)l < Llz —y|

et donc
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ainsi le schéma est stable
Conclusion : le schéma d’Euler est stable et consistant donc c¢’est un schéma convergeant .
2. On a 2/(t) = f(t,x(t)), donc la différentielle de f est donnée en (¢, z) par :

_ Of(t,x) n ox(t) Of(t,x)

bitt.o) =5 ot ox
B of(t, ) 12 Of(t x)
ot +a(t) Ox
_ Of(t ) Of(t, x)
De méme la différentielle seconde de f est donnée en (t,z) par :
D*f = DIDf]

0 oz 0

—D [+ aa—D f

8

= 9pr+ 13 p;

-0 (8f +f8f) i <8f +faf)
o*f ofof f f 0*f +f(3f> fngJ;
T

=9 T oros T aror T ovon
PI o BT 101 (1Y a0
oz T fawﬁwm”( ) +/
3.0n a
®(t,x,0) = f(t,x)
et

9
(;:(t 2.0) =04 Df(t 2)

donc le schéma d’Euler explicite est d’ordre 1.
Exercice 10 : Soit 7' € R, on consideére les deux problémes :

» {.CE/(t) j tsin(z), te€[0,T],

et

z(1) =1

. Donner le schéma d’Euler explicite en prenant un pas de temps constant.

S{:E’(t):t2+x+1, te[1,T],

—_

Calculer les 2 premieres itérations en prenant comme pas de temps h = 0.1.

o

Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces problemes ?

b

Solution :
1. Le schéma d’Euler :
- Pour P on a f (tn,x,) = tysin (x,) donc :
{$n+1 =y, +hf (th,zy) =y + ht n-sin(x,)

i) =

volx

- Pour S on a f (tn,zn) = t2 + x, + 1 donc :

i) =1
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2. Les 2 premieres itérations x1 et z9 - Pour P ona h =0.1,tg =0 et t; = tg + A = 0.1. On trouve :

T
1’025
$1=g hxtoxsin(g):gf:lﬁ?
xQZg 0.1><t1><sin<727)=g+0.1xo.1xsin<g>:g+0.01:1.58

-Pour Sonah=0.1,tg=1et t1 =tg+h =1.1. On trouve :
xo=1
11 =1401(+1+1)=1401(12+2) =13
1y =13+ 01(f +13+1) = 1.3+0.1((1.1)2 +23) = 1.651

3. Convergence : Le schéma d’Euler progressif est consistant avec n’importe quel probléeme de Cauchy,
car ®(t,x,h) = f(t,z). Pour la stabilité il faut que la fonction f soit lipschitzienne :
—PourP:ona:
|f(t,z) = f(t,y)| = [tsin(z) — tsin(y)|

= [t|[sin(z) — sin(y)]

= t|cos(c)||z -yl
avec ¢ une valeur comprise entre x et y d’apres le théoréme des accroissements finis : Pour f(x) = sin(z),
il existe c entre x et y tel que :

f(x) — f(y) _ sin(z) —sin(y)

(€) = eos(e) = 50 = FEE

Donc Vt € [0, 7]
[f(t,2) = f(t,y)] < tlcos(e)lle —y| <Tlw—y| Va,y

Conclusion : f est lipschitzienne de constante T' donc le probleme est stable. Le schéma d’Euler utilisé
est stable et consistant donc c’est un schéma convergeant. - Pour S

F(tw) = fty) = |+ e +1—2 —y—1] = |z —y

Conclusion : f est lipschitzienne de constante 1 donc le probleme est stable. Le schéma d’Euler utilisé
est stable et consistant donc c’est un schéma convergeant.

Exercice 11 : Soit to € Ry, T' € R%, 29 € R, et soit f : [to,to + 7] x R — R une fonction Lipschitzienne
de constante L € R*. On considére le probléme de Cauchy :

{l,,(t) = f(t,z(t)), tel=I[to,to+T] (2.2)

x(to) = xo.

On utilise une partition de I avec un pas de temps constant. Etudier 'ordre de convergence du schéma :
1. Du point milieu explicite.

2. d’Heun explicite.

Solution :
(1) Pour le schéma du point milieu on a :

{ xn+1::vn+hf(tn+%,xn+%f(tn,a:n)>, Pour n=0,...,N —1
z (to) = o

donc

O(t,x,h) = f (t—l—g,x—l-];f(t,x))
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- Stabilité : On a : f lipschitzienne donc

[f(t,z) = f(t,y)] < Llz —yl.

Donc
@(t,0,h) — @ty )| = |f (4 5o+ 5 00) = £ (4 5o+ 5100)|
h h

< Ll —yl + L2 7(t2)  f(t.v)
< o ha

< <L+ ZL2> |z —y|

< Klr —y|

Avec K = L + %LQ Donc & est lipschitzienne ce qui implique que le schéma est stable.
Consistance :

On a ®(t,z,0) = f(t,x) = Schéma consistant.

Conclusion : Le schéma est stable et consistant donc il converge. Et :

o _10f Lok 1 af ho ok
Done 0P 170f of
On peut facilement vérifier que :
0?® 1,
W(xﬂtao) 7'é §D f(t,:E)

ainsi le schéma est consistant d’ordre 2. (2) Pour le schéma de Heun on a :

Tn+t1 :xn"‘%[f(tmxn)"‘f(tn‘i‘haxn‘i'hf(tmxn))]a Pour n=0,...,N -1
w(to) = X0

et
Ot h) = L (F(t,0) + F(t+ b+ hf(1,2))

- Stabilité : On a : f lipschitzienne donc

Done

91,2, 1) — B{t,y, )| =| 5 (7(2) + T+ o+ hf () — L (F(ty) + £+ By + i y)

L
< Z...
-2
On vérifie facilement que ® est lipschitzienne ce qui implique que le schéma est stable.
- Consistance :
On a

B(t,2,0) = 3 (/(6,2) + f(t,2)) = f(t.2).

®(t,x,0) = f(t,x) = Schéma consistant.
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Pour 'ordre de consistance, utilisons les tableaux de Butcher :

kl = f (tnawn)
kiy = f (tn + h, 2o + k1)

h
Tptl = Ty + 5 (k1 + ka2)
Qu’on peut écrire :
0
1

1
T 1
2 2

Donc s = 2, blzbgz%et ci =0, co=ao; =1 ainsi:
i—1
- Zaij = C;.
Jj=1

—Y bi=bi+b=1
i=1

5 1
— Zbici =bicg + bacg = —.
=1 2

Conclusion le schéma est consistant d’ordre 2.
Exercice 12 : Construire un schéma de RK explicite d’ordre 3.

Solution :
Le tableau de Butcher pour s = 3 est :
0
c2 | G21
€3 | as1  as2
by b2 b3
Pour que les méthodes d’intégrations a chaque ligne soient d’ordre au moins 1 on impose :

i—1 s
Zaij = C; et sz =1.
j=1 i=1

Donc :
a1 = C2, a31 + aszz2 = Cc3.

et
b1 +bs+b3=1

La deuxiéme condition de consistance Y ;_; bic; = %, donne ( avec ¢; =0) :
1
baca + b3cg = 5
2
La troisieme condition 3°;_; b;c? = % donne :
1
2 2
b2C2 + b3(33 = -
3
N s 1
Et la quatriéeme condition Zi,j bia;jc; = 3 donne

1
bsagzaca = 6
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¢ ne prend que la valeur 3 (car i = 1 est impossible on n’ a pas aj.i = 2 corresponds a a1 et ¢1 qui est
nul). Finalement on doit résoudre le systéme :

a1 = C2

as1 + azz2 = 3

by +be+b3=1
1
baco + bscg = 3
2 2 1
bQCQ + b3C3 = g
1
bsasacy = =
303262 =
Le systeme admet plusieurs solutions.
Quelques solutions possible :
0 0 0
1|1 212 2| 2
2| 2 33 3| 3
2 2
11-1 2 510 3 0|—-1 1
12 1 1 3 3 o 3 1
6 3 6 4 8 8 4 1

Exercice 13 : Soit to € Ry, T' € R%, 29 € R, et soit f : [to,tp + 1] x R — R une fonction Lipschitzienne
de constante L € R™. On considere le probléeme de Cauchy :

{x’(t) = f(t,2(t), t€[to,to+T].

x(to) = Xy. (23)

1. Est ce que le schéma d’Euler explicite est A-Stable ?

2. On prend dans le TSL : L =1,t =0, z9p = 1 et T' = 10. Calculer la solution exacte du probléme
précédent.

3. BEtudier la A-Stabilité du schéma.

1 3 )
4. Tracer le graphe des solutions approchées et exacte pour : h = 3 h = 5 et h = 5
Solution :
(1) Le schéma d’Euler explicite est :
Tyl = Tp + hf (tn,zn) n=0....N—1
T (to) = X0
Pour le test linéaire standard (TLS) on prend f(¢,x) = —Lx, avec L la constante de Lipschitz, on

trouve :
{ Tpy1 = Tp —hLlz, =(1—Lh)x, n=0...,N—-1

x (to) = X0

T, est donc une suite géométrique de raison 1 — Lh son terme général est :
xn = (1 = Lh)"xg

Done

lim z,=0=|1-Lh|<1l=-1<1—-Lh<1l= -2<—-Lh<0
n——+00

Comme L et h sont positifs alors h doit vérifier :

2
h< =
<L
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Conclusion :

Euler progressif n’est pas A-Stable.

I1 faut prendre h tres petit si le probléme est trés raide. Sinon (1 — Lh)™ — oo.
On obtient alors des fortes oscillations.

(2) Pour L =1,z(0) =1 et T'= 10. Le probléme & résoudre s’écrit donc :

2'(t) = —z(t) te]o,10]
z(0) =1

Il s’agit d’une EDO a variables séparables. En tenant compte des conditions aux limites on trouve la

solution
z(t) = exp ™’
(3) Le schéma d’Euler (5) s’écrit :
Tpt1=1—h)x, n=0...... SN —1
o = 1
On obtient la suite
Ty = (1—h)"

La solution exacte
z (t,) = exp " = exp ™ cart, = to + nh = nh.

(4) De la formule z,, = (1 — h)"™ on déduit que
- Si 0 < h <1 alors la solution numérique est stable et convergente.
- Si 1l < h <2 alors la solution numérique oscille mais converge.
- Si h > 2 alors la solution numérique oscille et diverge.
(5) Application numérique
n
-sih = % alors z,, = (%) et la solution exacte x (t,,) = exp
schéma est A-Stable.
. 3 1\"
-si h = 3 alors x, = (—5) et x (t,) = exp

—n/2 __5 (0. On a limy,— 400 2, = 0 donc le

=3n/2 pumériquement on verra que le schéma converge

lentement avec des oscillations.
3

-si h =3 alors z,, = (—Q)n et x (t,) = exp~""2. Le Schéma diverge.
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Exercice 1 : Soit tg € Ry, T € R%, 2o € R, et soit f : [tg,to + 7] — R une fonction Lipschitzienne de
constante L € RT. On consideére le probléme de Cauchy :

X

{x/(t) — f(t,2(1)),

t € [to,to + T).
(to) = zo.

1. Retrouver le schéma d’Euler implicite en utilisant une approximation de la dérivée.

2. Est ce que le schéma d’Euler implicite a pas constant est A-stable?

Solution :
(1) pour n > 1 on approche

par

c’est a dire

Qu’on peut écrire :

Pour tout n > 0 et g donné.

(2) Appliqué au (TLS) on trouve :

Done pour tout n € N

ce qui implique

Tpy1 =Tp —hLzniy neN
zro donné
1
(1+hLl)xpy1 = xp = Tpp1 = T hLmn
1 n
=|— v N
Tn (1 n hL) g Vn €

& (tn) = f (tn, z (t))

Tn — Tp—1

h = f(tny-rn)

Ty = Tp—1 + hf (tn,Tn)

Tn+1 = Tn + hf (tn—‘rl + xn—f—l)

OthZOetL>Oonﬁ<1doncxn—>0.

Euler implicite est donc A-Stable.

Exercice 2 : Soit L > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme (TLS) :

Pour ¢t > 0

donné

x'(t) = —Lx(t),
z(0) = xo

Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N et x,, une approximation de z(tp).

1. Ecrire le schéma du trapéze (Crank-Nicolson) permettant de calculer x,,4+1 & partir de zy,.

2. Btudier la A-Stabilité du schéma.

3. A partir du schéma du trapéze, en déduire le schéma de Heun, est-il A-Stable ?
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Solution :
(1) Si nous intégrons 'EDO «/(t) = f(t, z(t)) entre ¢, et t,4+1 nous obtenons

plw) et = [t

On utilise la formule du trapeze :

tn+1 h
|7 Hy ) 5 (S (b (1)) + S (b, 300)
Soit x,, 'approximation de z (¢,). On obtient le schéma du trapéze ou de Crank-Nicolson

Tptl = Tn + % (f (tn7$n) + f (tn-&-hxn-ﬁ-l) ) pour n = 07 17 27 s
i) :w(to)

Il s’agit d’un schéma implicite car il ne permet pas d’écrire directement x,41 en fonction de z,, lorsque
la fonction f n’est pas triviale.
(2) En appliquant le schéma du trapéze au probléme (TLS) on obtient la suite définie par récurrence

suivante :

Tp+1 = T + % <—an - L$n+1)
To=x (t())

Donc
h ~-LL 2 —hL

h
it (1 + 2L) — (1 - 2L> I S R T R
On trouve finalement
B <2 — Lh)"
m=\oxzn) M

, . o . . |2—Lh
Par conséquent, lim, 4o x, = 0 si et seulement si ‘2 T Lh‘ < 1.

Notons z le produit ah > 0 et ¢ la fonction ¢(z) = % =1-25F%.

Nous avons 0 < 57 < 1 pour tout € R}, donc [g(x)| < 1 pour tout z € R}. Ainsi limy,—, 100 2n =0
pour tout A > 0, et le schéma est A-Stable.

(3) Pour éviter le calcul implicite de x,11 dans le schéma du trapeéze, nous pouvons utiliser une
prédiction d’Euler explicite et remplacer le x,,41 dans le terme f (¢,41,%n 1) par

Tyl = Tp +hf (tna xn) .

On trouve ainsi le schéma de Heun :

Tn+l = Tn + % [f (tns @) + f (tn + hyzn + B (tn; 70))]
x(0) = g

En appliquant le schéma de Heun au TLS, on obtient la suite suivante :

h
Tn+l = Tn + 5 [_an + f (tn + h,x, — hLQS‘n)]

2
h
Tp+l = Tn + 5 [-Lzxy, — L (zy, — thn))]
Lh)?
Tpt1 = (1—Lh+ ( g) )xn

Done

Lh)2\"
xn:<1Lh+(§)> o
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Par conséquent, lim,,_, ., x, = 0 si et seulement si

2
1—LihLM < 1.

_1

Notons z le produit Lh(z > 0) et p(z) le polynéme p(z)
seulement si z < 2. En effet

1
|p(x)|<1<:>‘2x2—x+1‘<1

2

§$

— x + 1. Nous avons |p(x)| < 1 si et

<:>‘a:2—2x+2‘<2(commeA:—4<0doncm2—2m—|—2>0)

S’ -2r+2<2
< z(r —2) < 0( comme z > 0)
Sr—-2<0

Donc limy,— 4o x, = 0 si et seulement si h < %

Exercice 3 : L’évolution de la concentration de certaines réactions chimiques au cours du temps peut

étre décrite par I’équation différentielle

Sachant qu’a l'instant ¢ = 0 la concentration est x(0) = 5 , déterminer la concentration a ¢t = 2 a l'aide

de la méthode d’Euler implicite avec un pas h = 0.5.

Solution :

On a f(t,z) = — 29

T

Tpyl = Tp + hf (tnvxn—i-l) = Tn — h
Trog — 5

{

On trouve (8)

h
T 1+— ) ==
s ( 1+ t%) "
Qu’on peut écrire :
L,
€T +1 =
! 1+ H{Lt%

Tn+1
1+t2

donc le schéma d’Euler implicite est donné par le systeme :

n=0...,N

A Tinstant ¢ = 0 la concentration est g = 5, et comme h = 1/2, alors ¢, = nh = n/2 done pour n > 1

Péquation (9) donne :
44 (n+1)?

T S (12

t = 2 correspond a n = 4, on obtient donc :
Exercice 4 : On considére le schéma, :

k 2k
xn+1:$n+h< : 2

6 3

—+ =+

ks

6

)

avec : k1 = f(tn,zn), k2 = f(tn + %,xn + h%l) et ks = f(tn + h,x, — hk1 + 2hks).
1. Dresser le tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?

2. Appliquer le schéma & un probleme du type (TLS) et exprimer, dans ce cas, x,.

3. Etudier, dans ce cas, la limy, 4o, z,, et déduire.
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Solution : On consideére le schéma :

ki1 2ko k3>
n = &In h{— . -
Tptl1 = Tp + <6 + 3 + 6

avec : k1 = f(tn,zn), k2 = f (tn + %,xn + h%) et ks = f(t, + h,x, —hky + 2hkg). 1. Dresser le
tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?
ki = f(tn,zn) —c1 =0
h k1 1 1
ko = f (tn+2,$n+h2> =50 =g
ks = f(tn + h,x, — hky +2hk2) —rc3=1,a31 = —1,a30 =2

Donc : On a :

0 0O 0 0

3 i 0 0

1 -1 2 0

1 2 1

, | 5 3 &
YiSihi=g+i+g=1

Donc, la schéma est consistant 2. Appliquer le schéma & un probléme du type (TLS) et exprimer, dans
ce cas, Tn. TLS — 2/(t) = —Lx(t) — f(t,z) = —Lax donc :

ki = f (tnyxn) = —Lx,

—L (xn + hkl> =—-L (azn — thn> =—-L <1 — Lh> Tn
2 2 2

Lh
ks = f (tn + h,xn — hk1 + 2hks) = —L (x,, — hky + 2hky) = —L (mn + Lhxz, — 2Lh (1 — 2) xn>

h k
kng(tn+2,xn+h;>

kg = —L(1+ Lh— Lh(2 = Lh))a, = —L (1= Lh+ (Lh)?) 2,

Done : ke 2k K L 2L/ Lh
1 2 3
n = In - I — | = Tn ——Zp— = (11— — n
T4l x+h(6—|—3+6) ZL’+h< 696 3( 2):6
L Lh)?
2 6
Lh  (Lh)?

Onpose:Q(X)zl—X(l—k%—l—)%) done :

On en déduit que :
zn = [Q(LA)]"xo

3. Etudier, dans ce cas, la lim, o 2, et déduire. La suite (x,), est une suite géométrique de raison
[Q(Lh)] et par conséquent :

“+00 si Q(Lh) >1
. si Q(Lh) =1
lim =z, =
n—+00 0 si |Q(Lh)| <1

n’existe pas  si Q(Lh) < —1
On en déduit que la zone de A-stabilité peut étre décrite par :

{X =Lh>0 tel que |Q(Lh)| <1}
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Exercice 5 : Nous considérons 'équation différentielle z'(t) = z(¢)t dont nous calculons une solution
numérique par la formule suivante :
h ht,xn,

Tnt1 = Tn + h(ty + 5)(3:,1 + 5

)

1. Sachant que nous avons utilisé un schéma de Runge-Kutta explicite de tableau de Butcher :

c | ann a2
c2 | a1 ax
| by b

Déterminer toutes les valeurs sur le tableau précédent. Est ce que ce schéma est consistant 7
2. Appliquer la schéma au probléeme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (z,), et déduire.

Schéma explicite, donc : ¢;1 = a11 = a12 = a2 = 0 et co = ag donc, la tableau de Butcher, dans ce
cas, s’écrit : On a :

0 0 0
« o 0
by bo
On a
K = f (tnaxn) = tnxp
Ky = f (t, + ah,z, + ahKq) = (t, + ah) (v, + ahKy) = (t, + ah) (2, + aht,x,)
Donc :

Tptl =Tn +h (blKl + b2K2) =x,+h (bltnl‘n + bs (tn + ah) (ZL‘n + ahtnxn))
Tptl =Tn +h (bltnxn ~+ botnx, + boah (tn)2 Ty + boahx, + b2a2h2tnxn>

Or, le schéma est formulé par :

h(tn)? h h2t
Tt :xn—i—h(tnxn—i— (n2) T i ;Un T 21‘71)

Par identification :

1
bi+by=1 byax=— b2a2:Z:>62:1 a=—- b =0
et, on a :
0 0 0
1 1
3 3 0
| 1
2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ; Pour f(¢{,x) = —Lz on a :

Ki=f (tnaxn) = —Lx,

h K; —Lx,
K2—f<tn+2,xn+h2> —L<:cn+h 5 )

1 —Lzx,
T+l :xn+h§K2 :xn+h<—L <xn+h ; )
Lh Lh
wnH:xn—Lh(l—z)xn: (1—Lh<1—2>>xn
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Donc :

xn:<1—Lh(1—LQh>> To

3 . Etudier, dans ce cas, la convergence de (xn), et déduire. En particulier, la suite géométrique de

raison (1 — Lh ( — %)) converge vers zéro si et seulement si X = Lh > 0 vérifie :

X
’1—X<1—2)‘<1

qui représente une condition pour la A-stabilité.

Exercice 6 : Trouver o € R pour que le schéma (implicite) de Runge-Kutta de tableau de Butcher

suivant :
a | 0 «
1| 1 0
I T

Soit d’ordre, au moins, égal & 2 pour la fonction f(t,2) = x et Péquation 2'(t) = f(t, z(t)).

On vérifie successivement les conditions :

ail +ap2=c =«

ag1 +ap =cy=1

Donc le tableau est bien posé
1

2
bi+bo=-4+-=1
1tbh=g+g
Donc le schéma est consistant et comme la fonction f(t,xz) = x est lipschitzienne, par rapport a sa
deuxiéme variable (|f(¢t,x) — f(t,y)| = |z — y|), on déduit que le schéma stable et par conséquent

convergent d’ordre, au moins, égal a 1.

bici +b _2 +1x1—1:> _1

- R S

2 1 1
bl(a11+a12)+b2(a21+a22):g O—i—z +§(1+0):*

Donc, le schéma est d’ordre au moins égal a deux. Remarquons que :

2 (1\* 1 3,1

bic? b2:(> (12 =Z#=

161+ 0263 = 3 { + (1) 8#3
Donc le schéma ne peut pas étre d’ordre 3 .

Exercice 7 : Nous considérons 1'équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = xt*> dont nous cherchons une
solution numérique par le schéma, de Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 0

3 3

i1 0
0 1

1. Exprimer x,+1 en fonction de z,. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer la schéma au probléme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (x,,), et déduire.
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1. Exprimer z,41 en fonction de z,,. Est ce que ce schéma est consistant? On a f(t,z) = (t°) x et :
Ky = f(tn,an) = (tn)2$n

3h 3h 3h\?2 3h,

h\? h
$n+1:$n+h(0><K1+1><K2)=xn+h<tn+34) (xn+34(tn)2xn)

On a by + by = 0+ 1 = 1 donc le schéma est consistant. Remarquons que la fonction f(t,z) = t?z
est évidemment Lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable et par conséquent, le schéma est
convergent d’ordre au moins égal a 1. 2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce

cas, Tp : Ona f(t,x) = —Lx et :

K = f (tnvxn) = _an

3h 3h 3h 3h 3Lh

Lh Lh
Tpt1l :xn—l—hbgKg:mn—Lh(l—?)ll) Ty = (1—Lh (1—34)>xn

()

3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (2n),, et déduire. La suite (xy),, est géométrique de raison

(1 — Lh ( - @)), en particulier, elle converge vers 0 si et seulement, pour X = Lh >0, on a :

4
X
ox(1-2)] <1

Qui constitue une condition assurant la A-stabilité.

Exercice 8 : Nous considérons 1’équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = 22 + t dont nous cherchons
une solution numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-Kutta, donné par son

tableau de Butcher :

0 | 0 0 0
515 0 o0
I T B

Pour chacun de ces deux schémas :
1. Exprimer x,+1 en fonction de z,, ;
2. Sachant que zg =0 et h = 1, calculer x;.

Solution :
Nous considérons 'équation z'(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = 2% + t dont nous cherchons une solution
numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-Kutta, donné par son tableau de

Butcher :

0 0 0 0

1 1

5 5 0 0
1 2 1
6 3 6

Pour chacun de ces deux schémas :
1. Exprimer x,4+1 en fonction de z, ;

Méthode d’Euler :
Tnt1 = Tp + hf(tn, zy) =y + h(a:i +tn)
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Méthode Runge-Kutta : D’abord remarquons que Le tableau n’est pas complet ! La matrice A = (a;;)
doit étre carré et par conséquent, il faut réintégrer la premiere ligne qui est, généralement, omise

dans la représentation des méthodes explicites.

o] 0 0 0
o] 0 0 0

1 1
20 3 0 0
Lz 1
6 3 6

Pour f(t,z) =x?>+1t, ona :
Ky = f(tn,zn) = 22 + t,

Ky = f(tn +0x h,z, +ha21K1) = f(tn,xn) = xi +t,

h h h

K, 2K, Kj

$n+1:l‘n+h(F+T+ 6)

h h h
Tptl = Tn + E(Sx% + 3ty + (z, + 5(95% +tn))2 ¥ (o + 5))

2. Sachant que zg = 0 et h = 1, calculer x;.
Euler explicite : 71 = zo + 1(23 + t9) = 0
RK : 21 = 20 + (325 + (w0 + 5(25))* + (3)) = 3

Exercice 9 : Nous considérons 1'équation 2/(t) = f(t,x(t)) avec f(t,x) = x.t dont nous cherchons une
solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de Runge-Kutta, donné

par son tableau de Butcher :

0] 0 0 0
Llob 00
1] -1 2 0
| 1 2 1
6 3 6

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer x,1 en fonction de z,, ;
2. Sachant que zg = 1 et h = 0.1, calculer z;.

Solution : Nous considérons I'équation z/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = z.t dont nous cherchons une
solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de Runge-Kutta, donné

par son tableau de Butcher :

0] 0 0 0

1 1
z 03 0 0
1] -1 2 0
L2 1
6 3 6

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer x,4+1 en fonction de z, ;

Euler explicite :
Tpil = Ty + f(tn, xn) =Ty +tpTn

Euler implicite :
L,

Tpyl = Tp + f(tn—Ha xn-{—l) =Tn+ tn—&-lxn—i-l = Tpt1 = W
n+1

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI

2022-2023



K:Ona: f(t,x) ==zt
K = f(tnymn) = xpty

1 h 1 h

1 h
Ks = f(tn + hyzp + h(—K1 + 2K3)) = (tn + h)(—tpxn + 2((t, + ih)(a:n + —xpty

K, 2K, K
T = @+ (G 2+ D)

2. Sachant que o = 1 et A = 0.1, calculer z.

11 suffit de remplacer

Exercice 10 : Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le schéma,

donner un exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?

1. Schéma implicite RK a 2 étages.
2. Schéma semi-implicite RK & 2 étages.

3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas explicites.

Solution :

Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le schéma, donner un

exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?

1. Schéma implicite RK a 2 étages.
Le schéma se formule & travers son tableau de Butcher :

c | ann a2
c2 | a1 ax
| by b

Pour que ce tableau soit bien posé :

ai] + a2 =c1 a1 + a2 =C2

et pour quel soit consistant

b +by=1
ct | ann an cr | ail €1 —an
c2 | an az __ c2 | a1 C2 — ag1
| b1 by \ 1— by by

Ky = f(therh, xn + h(ann Ky + (a1 — a11) K2)
Ky = f(tpcah, xn + h(a21 K1 + (c2 — ag21)K?)
Tpntl = Tp + h((l — bQ)Kl + bQKQ)

Exemple tiré de la littérature (Méthode de Gauss) : (¢ = ?)

1 1 1
v | 1 3
1 1 1
s+tY | gty g
1 1
| 2 2
2. Schéma semi-implicite RK a 2 étages.
Le schéma se formule & travers son tableau de Butcher :
C1 ’ aill 0
c2 | a1 ax
| b1 b
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Pour que ce tableau soit bien posé :

ail = C1 ag1 + a2 = C2

et pour quel soit consistant

b1 +by=1
C1 ‘ all 0 C1 | C1 0
C a a C a Co —Q
2 | 21 22 — 2 | 21 2 21
| b1 b | 1—1bo b

Ky = f(tn + cih,zp, + h(a11 K1)
Ky = f(tn + c2h, xy + h(a21 K1 + (c2 — a21)K>)
Tpy1 = Tp + (1 — b2) K1 + b2 K32)

Exemple : ¢ =0, co =1 et agg = agse =by = by =

D=

0 |
L

K
Ko = f(tn + h,xn + h(71 +22))

2
K K
szrl:xn‘{'h(?l—F?Q

En portant cette derniere équation dans I'avant dernieére :

)

Ky = f(tn + h, xn+1) = f(tn+la xn+1)

et Finalement :

tn, T thel, T
Tpi1 = Tn —l—h(f( n2 n) + f( n—&-l2 n-i-l))
Il s’agit de la méthode du trapeze (Crank-Nicolson).
3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas explicites.

Le schéma se formule a travers son tableau de Butcher :

0 | 0 0
(&) ’ asy 0
| b1 bo
Pour que ce tableau soit bien posé :
az1 = C2
et pour quel soit consistant
by +by =
0 | 0 0 0 | 0 0
0 0
c2 | an N ca | €2
\ b1 b | 1—0by by
Ky = f(trn -Tn)

Ky = f(tn + coh, 2y + h(c2 K1)
Tptl = Ty + h((l — bQ)Kl + bQKQ)
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Exemple : co =a01 =1 by =by = %
0 | 0 0
1| 1 0
1 1
| 2 2
Schéma de Heun.
Pour que le schéma soit d’ordre, au moins, 2 il faut bocy = % = 2 = 2i2
Pour que le Schéma soit d’ordre, au moins, 3 il faut bgc% = % et boagic; = % ce qui est impossible car ¢; = 0.
On déduit :
0 | 0 0
1 1
w | o O
| 1-8 B
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\ SMAG : SCHEMAS NUMERIQUES

Gl eOUl s aols

Université Abdelmalels Essaadi

DEvOIR N° 1 2022 - 2023

Exercice 1 : On considére un réel X et I’équation différentielle donnée par :
z(0) =7y et 2'(t)=—-Ax(t), t >0

Soit T > 0 et la discrétisation définie par : m € N*, i = % et tp = khpour k=0,1,---,m.

1. Déterminer la solution exacte de ce probleme, Z(t), t > 0;

La solution est :

2. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer la solution numérique, x, en fonction de k ;
On a f(t,x) = —Az donc
xo donnée et xpy1 = Ty + f(tn, xn) = xp — ANz, = (1 — MNh)zy,
3. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer xj en fonction de k;
_ k
xp = (1 — Ah)"z
4. Appliquer le schéma d’Euler implicite et exprimer x en fonction de k;
xo donnée et xp11 = Ty + hf(tnt1, Tnt1) = Tn — Ny

(1+ Ah)zpt1 = oy

Tl = 103\
_ k
7= (15 5) %0

5. On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie |zj| < |xg| pour
tous £k =0,---,m quel que soit A > 0;

<1 = |zk| < |xo|

A>0=—0<
~0=0=7 ">

6. On suppose que A > 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Euler explicite

vérifie |zy| < |xg| pour tous k=0, ,m;
2
ok < fwo] = P+ M| < T= —1<1+M<1—=h< T

7. On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite zj reste du signe de xq

pour tous k = 0,--- ,m quel que soit A > 0;

A<0=1—-Ah>0= x et g sont de méme signe
Remarquons que lorsque A > 0 :

et g sont de méme signe =— 1 -\ > 0= h <

> =
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8. On suppose que A < 0. Donner une condition sur 4 pour que la solution du schéma d’Euler implicite
x soit du signe de zg pour tous k=0,--- ,m;

-1
>0=14+M>0=—=h > —
V= tA> ” N

T et g sont de méme signe —>

Remarquons que lorsque A > 0 :

1+ Ah > 0= x1 et x¢9 sont de méme signe

9. Soit T, = T(tx), k =0,--- ,m. Montrer que l'erreur de consistance du schéma d’Euler implicite :
Tpe1 — T
e = 2 AT
h
vérifie : |ry| < EOT/\QFL pour tous k=0,--- ,m —1;

L’erreur de consistance est définie par :
hry = 2(tp1) — z(te) + @k, z(tk), h)

hry = x(tgy1) — x(tr) + Az (tgs1)

Tp41 — Tk

r,=——"—+4+ AT
k 3 + ATk41
1ty 1 [te+1
T = — z (t)dt + = AT j41dt
En utilisant I’équation différentielle pour exprimer la deuxiéme intégrale :
1 [le+1 , 1 [te+1 ,
T = — T (t)dt — — T (tg41)dt
P 0= [ )
1 [le+1 ., _,
=3 (T'(t) — T (tir1))dt
2

D’apres le théoréme des accroissements finis on a pour t € [tg, tgp11] :

7'(t) = 7' (tg11)] < ( sup ’3?"(3)0 (tt1—t) < ( sup |$//(3)\> (ths1 — ) = [To| A (try1 — 1)

sE[t,tk+1] SG[O,T]

On en déduit :

_ 1 [tetr o A2
ry| < \a:olAQﬁ/ (tpyr — t)dt = ‘2|h
tg
10. On définit 'erreur e, = Ty, — xx, kK = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer qu’elle
vérifie I’équation suivante, pour tous k=0,--- ,m —1:
€r11 — €
M + Aek-{-l =7
h
Définition du schéma numérique :
Th+1 — T
T(tet1) = z(tk) — A (i) = +T =Mz (1)

Définition de l'erreur de consistance :

kah_xk = —ATpp1 +11 (2)

(2)_(1):>w+)\6k+1:7“k k:0’7m_1
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11. On suppose que A > 0. Montrer que :

,m

En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a ’ordre 1 pour A > 0;
on a :

1
€k+1 = m(ek + hrg)

Comme XA >0 on a \ﬁ\ <1 et on déduit que :

To| A2
lerv1] < lex| + Alre| < lex| + 7 (l 02‘ h)

Par induction :
A2
sl < leol + TN

12 Reprendre l'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0; Il

faut remarquer que pour tout A < (condition que 1’on suppose vérifiée) on a :

2I/\I

<142\A < 2
‘1—1—)\71‘ +2[A €

On a comme précédemment :

|T0)\2

1 [T \? 20Ah
let1] < |1 +)\h| lex| +5(T5) < e (lex| + A( h)

Par induction :

lek| < 2tk <|60] + tkel(|x02‘h)>

13. Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.
Les calculs sont a adapter pour le cas du schéma explicite, nous obtenons successivement :

Th+1 — Tk \T

T = 3 k
LHH_ h + dep =1
I7%] < ‘x02|)\2h
A > 0, en supposant i < B | alors |1 — M| <1 et :
lert1] < lew| + Alre| < |ex| +h(|x02‘)\ h)
eal < leol + (T

A<0,0ona:l+MNa<elMet:

A2 A2
lera] < (1 +]/\\hlk|+h(‘x0 h) < e \+n(’”“’° h)
exl < P (feo] + 1)
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Exercice 2 : La formule de Taylor peut étre utilisée pour définir un schéma numérique. En effet :

2 3 m

h h
y(x+h) = y(@) + hy'(2) + 570" (@) + 570" (@) + oo+ 1y (@) + B, )

E(z,h) est la troncature donnée par

hm+1

E(z,h) = 'y(m+1)(f) pour un certain £ € [z, x + h]

(m+1)
La méthode consiste & prédire y(z + h en fonction de y(z) en calculant et en remplagant les dérivées
successives (™ en fonction de f(z,y(x)). Dans ce cas I'erreur peut étre approchée par :

Bl ) = (™ )~y )

(m+1)

Application :
{ y'(2) +4y(a) = 2?
y(0) =1

En considérant m = 4, estimer y(0.1) et 'erreur associée.
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