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Avant-propos

Ce polycopié, de travaux dirigés proposés durant I’année universi-
taire 2022-2023, est destiné aux étudiants du semestre trois de la Licence
Fondamentale Sciences de la Matiere Physique, est conforme au nouveau
programme appliqué depuis 2014. En particulier, les deux cous de Mathé-
matiques visent le développement de I’esprit d’analyse et de synthese et
la valorisation de I’approche scientifique dans le traitement des problémes

théoriques et expérimentaux.

Le contenu proposé, pour ce cours d’analyse numérique et algorithmique,
consiste en un recueil de méthodes de résolution numérique de plusieurs pro-
blemes Mathématiques allant des equations non linéaires, a I’interpolation po-
Iynomiale, au calcul des intégrales et finalement calcul différentiel et certaines
équations différentielles. Les méthodes numériques sont tres utiles dans les
sciences appliquées et dans la traitement des problémes expérimentaux, ce
cours vise a munir les étudiants d’outils indispensables pour leur cursus dans
la filiere Licence es sciences Physique et éventuellement dans les cycles supé-
rieurs.

Ce polycopié est adapté a la filiere sus-mentionnée et se limitera a
des exercices d’application des notions, définitions, propriétés et résultants

présentés dans le cours.
Ce travail ne constitue pas une référence complete, le lecteur intéressé

peut consulter d’autres références qui traitent ce méme contenu d’une maniere

plus profonde et rigoureuse.

BoucHAIB FERRAHI
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Exercice 1 : Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = 2% — 2.

a) Vérifier que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution Z sur 'intervalle [1,2]. Quelle est la valeur
exacte de T ?

b) Ecrire les algorithmes permettant le calcul d’une valeur approchée, de T avec une précision |f(z)| < 1073, en
utilisant les méthodes : Dichotomie, Lagrange et Newton.

c) Pour chaque méthode, calculer les quatre premieres valeurs de la suite récurrente. Comparer et expliquer.
Exercice 2 :

Soit f : [1;2] — R une fonction continue strictement croissante telle que f(1) = —1et f(2) = 1.
1. Sachant que f(1.6555) = 0, déterminer la suite des premiers quatre itérés de la méthode de la dichotomie dans
I'intervalle [1; 2] pour I’approximation du zéro de f. On pourra utiliser le tableau ci-dessous :
k| ap | zx | by | signede f(ag) | signede f(xy) | signede f(by)
0] 1 2

1

Exercice 3 : 1. Donner la suite définissant la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro d’une fonction f. Justi-

fier ’expression de la suite ;

2. Ecrire I’algorithme pour une convergence 2 & prés en précisant le test d’arrét utilisé ;
3. Déterminer I’ordre de convergence minimale de cette suite ;
4. Applications :

a. f(x) =3 — 322 + 22 sur [-1;0, 4] et xg = —0, 3, puis 79 = 0,3 avec ¢ = 1072

b. f(z) =23 — 322 + 2z sur [0,45;1,2] et xg = 0,5, 79 = 0,54 et z = 0,555 avec ¢ = 1072

Exercice 4 :

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x*+222 —1. On s’interesse a 1’étude des racines de I’équation f(z) = 0.

(Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec trois chiffres apres la virgule).

a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1].

b) Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75].

¢) On souhaite maintenant utiliser la méthode de Newton sur |0.5,0.75]. La suite de Newton est notée x,,. Faut-il
choisir g = 0.5 ou z¢g = 0.75 ? Expliquer votre choix. z( étant choisi, calculer les deux premieres valeurs xp et
9.

d) On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée T,,. Choisir
convenablement les points de départ T et =1 et calculer, en suite, les valeurs suivantes T et Ts.

e) Quel est le rang de I’erreur commise en considérant z3 comme valeur approchée de r ?

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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Exercice 5 : A titre de rappel, la méthode de Newton pour résoudre I’équation f(x) = 0 sur [a;b] définie la suite

récurrente suivante :
o bien choisie

On suppose que cette suite admet une limite sur [a; b] notée £. Montrer que si f est 3 fois derivable sur [a; ] et
que f’'(¢) # 0 alors la méthode de Newton est d’ordre 2 au moins.
Exercice 6 :
On considere 1’équation (E) donnée par : (E) 23 + 10z = 20 — 222
a) Ecrire (E) sous forme de f(z) = 0 avec f une fonction a préciser.
b) Vérifier que (E) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2].
¢) Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (zg, 1 et x2) de la solution de (E). En
déduire une estimation de 1’erreur commise en considérant 3.
Tpil :% n=0,1,2..
xo € [1, 2]
e) Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E).

, . , —40(z+1) 40
f) Etudier la convergence de cette méthode, (on donne sup,.c(; 9 |m| < 133)-

d) On considere le schéma itératif suivant : {

g) Pour x¢ = 1, calculer z1, =5 et x3.

Exercice 7 : Soit (E) I’équation suivante : (E) e — 422 =0
1. Utiliser la représentation graphique, ci-jointe, de la fonction

f(z) = e** — 422 pour localiser les quatres racines de (E) dans
quatre intervalles d’amplitude 1 chacun et qui contient une seule
racine;

2. Montrer qu’il y a une seule racine = de (E) dans [0; 1];

3. Transformer I’équation (E) en problemes de recherche de points
fixes, sous les formes suivantes :
(PF1) : gi(x) = z tel que g; est une fonction définie par une
racine carrée et la fonction exceptionnelle,

(PF2) : go(x) = z tel que go est une fonction définie par la

fonction exponentielle et un polyndme de degré 2,
(PF3) : g3(z) = x tel que g3 une autre fonction a déterminer;

4. Ecrire les schémas numériques pour calculer T en utilisant

(PF1) puis (PF2). Exécuter les calculs des quatres premiéres
itérations de chacun des deux schémas
5. Etudier la convergence des deux schémas relatifs a (PF'1) et a
(PF?2). Evaluer I’erreur commise lorsque le schéma converge ;
6. Ecrire la méthode de Newton pour déterminer la racine Z de
(E). Quel est son ordre ? Quel est le meilleur choix parmi les

deux méthodes ? Justifier la réponse.

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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Exercice 8 : Une modification de la méthode de Newton.
Dans la méthode de Newton, ayant a disposition les points xg; - - -, z,, ; on construit x,1 en prenant I’intersection de
la tangente au graphe de f en z,, avec I’axe des abscisses. Dans la méthode de Newton modifiée, ayant construit xg;
.-+, Ty ; ON construit x,, 41 en prenant I’intersection avec 1’axe des abscisses avec la droite passant par x,, et parallele
a la tangente au graphe de f en zg :
a) On suppose que la fonction f est strictement croissante et strictement convexe sur [a; b] avec une racine dans
]a; b]. On prend xp = b : Faites un dessin faisant apparaitre les quatre premieres valeurs données par la méthode
de Newton modifiée. Comparer avec le schéma correspondant pour la méthode de Newton ordinaire ;
b) Donner I’expression de x,,+1 en fonction de x,, ;
¢) Selon vous quels sont les avantages pratiques de cette modification ? Ses inconvénients ?
Exercice 9 :
a) Ecrire les nombres suivants dans les bases 2, 8, 10 et 16 : (7F)16 - (11000001)3 - (1000001)s - (13)10 - (755)s -
(1100000011011110)9
b) Ecrire (90)19 et (97)10 en base 2. Effectuer, en opération binaire, la somme et le produit des deux nombres puis

procéder a la vérification des résultats obtenus.

Equipe pédagogique du module : MM. Ferrahi et Hjiaj

Des ressources pédagogiques supplémentaires sont disponibles sur Moodle et sur le site : www.ferrahi.ma
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Exercice 1. - Construire le polyndme d’interpolation P basé sur le systéme de trois points : (0, 2), (1,1) et (2, 2),

en utilisant successivement les trois méthodes (directe, Lagrange, Newton).
- Déterminer le polyndme d’interpolation P3 basé sur le systéme de points : (0,2), (1,1), (2,2) et (3, 3).
Exercice 2. Déterminer le polyndme d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau ci-dessous
wT0]2[3]5] ) [1]2]o]w]
Exercice 3. Les données suivantes concernent I’espérance de vie des habitants de deux régions :

| année | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 || E. Ouest | 72.8 [ 74.2 | 75.2 | 76.4 | E.Est [ 70.2 | 70.2 | 70.3 | 73.2

Utiliser le polyndme d’interpolation de degré 3 pour estimer 1’espérance de vie en 1977, 1983 et 1988.

1
Exercice 4. Déterminer le polyndme d’interpolation de Lagrange P (x) de f(z) = 172 par rapport aux points 0;
x

% ; 1. Représenter sur un méme graphique ce polyndme et la fonction interpolée f.
- Comparer, & I’aide d’une calculatrice, (1) et P»(3).
- Rappeler la formule de I’erreur et donner une majoration de |E(z)| = |f(x) — Pa(z)].
- Evaluer I’erreur commise en considérant les points support : 0, i, %, % et 1.
Exercice 5. On considére une fonction f définie sur I’intervalle |2, 2.4], dont on connait les valeurs suivantes :
f(2)=5.2, f(2.1) =64, f(2.2) =58, f(2.3) =6.1et f(2.4) =6
1) Etablir le tableau des différences finies de f;

2) En déduire le polyndme d’interpolation de Newton de f d’ordre 4, associé aux points xg = 2, x1 = 2.1, x5 = 2.2,

xr3 = 2.3 et x4 = 2.4. Peut-on donner, a partir du tableau précédent, les polyndmes d’interpolation par rapport
aux points xg, 1, T2 et x3 ? et par rapport aux points x1, x2, 3 et z4 ? Expliquer la réponse.

3) Donner une valeur approchée de f(2.25) et donner une majoration de | f(x) — Py(x)]| si f est de classe C5.

Exercice 6. Pour calculer le zéro d’une fonction f(x) inversible sur un intervalle [a, b] on peut utiliser I’interpola-
tion : apres avoir évalué f sur une discrétisation x; de [a, b], on interpole I’ensemble (y; = f(x;), x;)]~, et on obtient
un polyndme p(y) tel que : f(z) =0 < = = p(0).
1) Utiliser cette méthode pour évaluer I’unique racine r de la fonction f(x) = exp(z) — 2 dans Iintervalle [0, 1]
avec trois points d’interpolation ;
2) Comparer ensuite le résultat obtenu avec I’approximation du zéro de f obtenue par la méthode de Newton en 3
itérations a partir de zg = 0.

Exercice 7. Ladivision Euclidienne d’un polynéme V' par un polyndme W non nul consiste a écrire (d’une maniére

unique) V' sous la forme V = Wq + r ol ¢ et r sont deux polyndmes, le second vérifiant deg(r) < deg(W); g estle

quotient de la division euclidienne de V' et W et r le reste de cette division.

1) Montrer que si W(z) = (z — ap)(z — a1)(x — aq) alors r est le polyndme d’interpolation de V' aux points
(ag, a1,.cyaq);

2) Utiliser une division euclidienne pour calculer le polyndme d’interpolation de Lagrange de V (z) = z° — 3z* +

r — 3 aux points —1, 0, 1, 2. Vérifier le résultat obtenu.

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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Exercice 8. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = 2 — 322 :
1) Calculer le polyndme Py qui interpole f au point d’abscisse zp = 0;
2) Calculer le polyndme P, qui interpole f aux points d’abscisse xg = 0 et x1 = 1;
3) Calculer le polynéme P5 qui interpole f aux points d’abscisse zg = 0, x1 = 1 et xo = 2;
4) Calculer le polyndéme P,, n > 3 qui interpole f aux points d’abscisse xg = 0, 21 = 1,20 =2, -+, et x,, = n.
Est-ce que le résultat est vrai pour une fonction f quelconque.

Exercice 9. (Interpolation et polyndmes de Tchebychev)

1. Rappeler la définition des polyndmes de Tchebychev sur [—1, 1];
2. Donner la relation de recurrence entre ces polyndomes et calculer T ;
3. Calculer les racines de T dans [—1, 1] puis déduire les meilleurs noeuds d’interpolation sur I’intervalle [0, 3].

Exercice 10. Soit f une fonction de classe C3, définie sur [0, 3] et a valeurs réelles.

1) Déterminer le polyndme d’interpolation d’ordre 2 de f, noté Ps(.), qui prend les méme valeurs que f(.) en
z=0,1,3;
2) Déterminer la méthode de quadrature élémentaire obtenue en remplacant 1’intégrale de f(.) sur [0, 3] par celle de
Py(.);
3) Montrer que I’ordre de la méthode est égal a 2.
Exercice 11. On se place sur I’intervalle [—1,+1] :

11
1) Calculer les polyndmes de base de degré 3 associés aux points {—1, —=, =, 1};

2) En déduire le polyndme d’interpolation, Ps, de degré inférieur ou égal a 3 d’une fonction f définie sur [—1, +1],
associé aux points {—1, 3 3 1};
3) Décrire la méthode de quadrature sur [—1, +1] obtenue en remplagant ’intégrale de f par celle de P3. Quel est
I’ordre de cette méthode ?
Exercice 12. Estimer f05/ > f (x)dx a partir des données suivantes :
(wfof1/2]1]32]2]5/2]f@)|3]2]2]1,6364 | 1,2500 | 0,9565 |
en utilisant : La méthode des rectangles a gauche composite, méthode des rectangles a droite composite et méthode

des trapezes composite.

Exercice 13 : Estimer, a I’aide des théorémes du cours, le nombre de sous-intervalles n nécessaire pour obtenir une
approximation de : [ = fol 1472d$ avec une erreur moindre que 102, en utilisant : La méthode du point milieu
combinée, du méthode des trapézxes combinées et méthode de Simpson combinée. Commenter les résultats trouvés.

Exercice 14. Soit f une fonction C1(R, R). On se donne les points {x;}!, de subdivision uniforme de I’intervalle

. . b—a : .
[a, b] définis par z; = a+1ih avec h = ——. Le but de I’exercice est de trouver une formule de quadrature composite
m

pour approcher I’intégrale ff flx)dx:

1) Ecrire le polyndme P (.) qui interpole f aux points O et 1;

2) En déduire une formule de quadrature basée sur I’approximation : fol f(z)dz ~ fol p(z)dz et étudier le degré de
précision de cette formule de quadrature ;

3) AT’aide d’un changement de variable affine, déduire une formule de quadrature pour I’intégrale fj;'“ f(z)dx;

4) En utilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le calcul approché

de I’intégrale fab f(z)dz. Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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d
Exercice 15. On souhaite calculer une valeur approchée de [n(2) a partir de la relation [n(2) = ff % Nous
x

1
considérerons la fonction f définie sur |0, +oo] par f(z) = —:

1) Montrer que pour tout (a,b) €]0,+00[x]0, +oo] et pour tout ¢ € [0,1] on a:
flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —-1)f(b) (E)
—7 € [0,1];

2) On suppose 0 < a < b < +o0 et soit x € [a, b]. Montrer que 2

h—
3) Soit P;(z) le polyndme d’interpolation pour f aux points a et b Montrer en prenant ¢ = bJ dans (E) que
a

f(z) < Pi(x);

4) Trouver une approximation de | 12 dz en appliquant la méthode des trapezes combinée avec 2 sous-intervalles.
Faire un schéma illustrant le calcul ;

5) Expliquer pourquoi quel que soit le nombre de sous-intervalles, le nombre trouvé par la méthode des trapézes
combinée fournira toujours une approximation par exces (c’est-a-dire supérieure a la valeur exacte in(2));

6) On approche maintenant || 12 — en utilisant la méthode Simpson combinée. Combien de sous-intervalles faut-il
x

utiliser pour commettre une erreur inférieure ou égale 2 10710?

Equipe pédagogique : MM. Ferrahi et Hjiaj——Ressources pédagogiques disponibles sur Moodle et sur le site : www.ferrahi.ma

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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Exercice 1 : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

(PC){ywo+uwu>=o
y(0) =90 >0

1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier {5 = 0) et y,, une approximation
de y(ty). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant 1’équation différentielle entre t,, et ¢, 41 puis en utilisant la méthode du trapeze pour calculer
ﬁ:ﬂ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 1 a partir de y,, ;

3. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de h). Puis,
Montrer qu’elle vérifie || < 1 pour tout h > 0;

4. Sous quelle condition sur A > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression de y,, en

fonction de n.

Exercice 2 : Considérons le probleme de Cauchy : trouver y : [to, 7] — R tel que

{yw:f@mmvt>m

y(0) =wo
Supposons que 1’on ait montré I’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes numériques est
.. . . —t
de subdiviser l'intervalle [tg, 7] en m intervalles de longueur h = 0 _ ti+1 — t;. Pour chaque noeud

t; = to + th, (1 < i < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approg:ﬁe y(t;). Rappelons que I’ensemble des
valeurs {yo, y1, -..., Ym } représente la solution numérique du probleme.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I'intégration de 1’équation diffé-
rentielle y'(¢t) = f(¢,y(t)) entre t; et ;4o :

Y(tive) —y(ti) = / " f(t,y(t))dt.

ti

1. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un schéma
numérique explicite permettant de calculer y;4 o a partir de y; 41 et y;. Notons que ce schéma a besoin de deux
valeurs initiales ; on posera alors yp = y(0) et y; sera approché par une prédiction d’Euler progressive ;

2. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un schéma numérique
implicite permettant de calculer y; o a partir de y;+1 et y;; Notons que ce schéma a besoin de deux valeurs
initiales ; on posera alors yp = y(0) et y; sera approché par une prédiction d’Euler progressive ;

3. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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Exercice 3 : On considere le probleme de Cauchy sur 'intervalle [0, 10], définie par :

{ y(0) = —y(t), t>0

y(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probleme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordinaire (EDO);

3. En déduire une formulation du type : y;11 = g(h, i) avec g(h, ) une fonction a préciser (autrement dit, I’itérée
en t; ne dépend que de h et 7 et ne dépend pas de y;);

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues en utilisant la méthode explicite

d’Euler avec h = 2.5, puis avec h = 0.5.

Exercice 4 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste a utiliser le
calcul numérique de la dérivée et de 1’utiliser pour approcher y/(¢;). Soit f une fonction supposée derivable sur un
intervalle [a, b] et (;)i—o,...,, une subdivision de [a, b] en n sous intervalles de méme amplitude 7 = °~2, une valeur

approché de f’(x;) peut étre donnée par 1’une des trois formules :

f(@iv1) — f(xi)
h

Dy : f;(asz) = f(z:) _hf(xil) 1=1,..,n

Dy : folxi) =

1) Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

i 1 23 4 5
Flz;) 2 4 8 16 32

a. Calculer, de deux maniéres différentes, une valeur approchée de f’(3),

b. Sachant que f est définie par f(x) = 2%, calculer f'(3) et comparer la valeur exacte et les valeurs approchées.

2) On considere le probleme de Cauchy suivant :

P { y'(t) = f(ty(t) t€[0.T]
y(0) =yo

Soit (t;)i=0,...,» une subdivision de [0,7] avec t; = 0 + i(%), une solution approchée {yo,y1,...,yn} du

probleme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :

a. Ecrire 1’équation différentielle pour t = t; puis utiliser D; pour reformuler 1’équation différentielle en une
relation entre y(t;11) et y(t;);

b. En utilisant I’approximation y; ~ y(¢;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite méthode d’Euler
explicite) ;

¢. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition Do au lieu de D ;

3) On considere le probleme de Cauchy suivant :

{ y'(t) =1+y(t) telo1]
y(0) =0

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023
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a. Montrer que le probleme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette solution.
b. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),....,y(1) en utilisant la méthode d’Euler explicite

avec h = 0.1.
c. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler implicite
avec h = 0.1.

Equipe pédagogique : MM. Ferrahi et Hjiaj

Ressources pédagogiques disponibles sur Moodle et sur le site : www.ferrahi.ma
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

SERIE N 1 2022 - 2023

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% — 2.
- Vérifier que I’équation f(x) = 0 admet une et une seule solution T sur I’intervalle [1, 2]. Quelle est la valeur exacte
dez?
- Ecrire les algorithmes permettant le calcul d’une valeur approchée, de T avec une précision |f(z1)] < 1073, en
utilisant les méthodes : Dichotomie, Lagrange et Newton.
- Pour chaque méthode, calculer les quatre premieres valeurs de la suite récurrente. Comparer et expliquer.
Rappels :
La méthode de la Dichotomie :
Recherche de la racine T de I’équation f(x) = 0 dans I’intervalle [a, b] (T est la seule racine dans [a, b]) avec une
précision €.
Initialisation : ag = a, by = b
Tant que |by, — ax| > € (test d’arrét) — faire | (une boucle de calcul a refaire tant que la condition est vérifiée) :
Calculer z;. = @ et:
Si f(ag)f(zr) < 0 Alors a1 := ay et byy1 = xg
Sinon ay, := xy et by 1= by
Si |b,, — an| < € — Fin.

Conclusion : z,, = % est une valeur approchée de = avec une précision €.

Méthode de Lagrange (utilisant la droite qui passe par (ag, f(ax)) et (bg, f(bx)) au lieu du centre de I’intervalle
lak, bg)) :
Recherche de la racine T de I’équation f(x) = 0 dans I’intervalle [a, b] (T est la seule racine dans [a, b]) avec une
précision €.
La méthode est une généralisation de la méthode de dichotomie : la valeur de x;, est déterminée comme intersection
de la droite qui passe par les deux points (ag, f(ax)) et (bg, f(br)) et 'axe des abscisses.

La méthode est a différencier avec les autres méthodes utilisant une sécante notamment la variante de la méthode
flxp)—f(zp—1)

de Newton qui consiste a remplacer f’(zyy1) par Fre——

ou, autrement dit, on remplace la tangente par la
sécante.

Initialisation : ag = a, bg = b

Tant que |by — ag| > ¢ (test d’arrét) — faire | (une boucle de calcul a refaire tant que la condition est vérifiée) :
Calculer z;, = aj, — %ﬂ%) = % et:

Si f(ag)f(zr) < 0 Alors agiq := ay et b1 := xg,

Sinon aj := xj et bk+1 = by,
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Si |b, — an| < € — Fin.

: . _ _ bn—an _ anf(bn)_bnf(an) £ — PR
Conclusion : z,, = ay, To=flan) flap) = T —Flan)  €Stune valeur approchée de = avec une précision €.
Les tests d’arrét peuvent étre différents d’une méthode a 1’autre et suivant la précision cherchée, généralement, nous

pouvons distinguer trois type de conditions d’arrét :

1) Majoration de I’erreur absolue par une quantité qui ne dépends pas de la racine recherchée 7 ni de =y, par exemple,

dans les méthodes de Dichotomie et de la Lagrange on a :
v — 7| < [by, — ag|

11 st suffisant de choisir |b;, — ax| < & pour obtenir la précision recherchée
2) Test basé sur le résidu : | f(zy)| < ¢
3) Test basé sur 'incrément : |z — x| < €

Suivant la situation et les conditions initiales, chaque test peut étre considéré comme satisfaisant ou trop restrictif.

Méthode de Newton : Cette méthode définit une suite récurrente () ., qui converge (sous des conditions) vers la

solution de I’équation.

Pour déterminer x1, la méthode consiste a remplacer localement la courbe de la fonction par la tangente qui

passe pas z, et d’équation : T, : y = f'(xp)(x — zx) + f(xg)
La valeur =1 est ’abscisse du point d’intersection de la droite 7} avec 1’axe des abscisses (I’intersection
n’existe que si f'(xy) # 0),ona:

f(zg)
f'(z)

0= f'(zp)(@pe1 — i) + fxn) = ppr f/(ax) — i f (2) + f(28) = Tpyp1 = 2% —
car f'(xy) # 0.

L’ algorithme pour une convergence a ¢ pres; xg donnée, r1 = xg — Jic/(é%))

Tant que |xg4+1 — x| > € (ou tant que | f(zx)| > €) | Faire (une boucle de calcul) :

f(zg)

TR TR i ()

Le dernier terme de la suite est une approximation de T a € pres.

Conditions suffisantes de convergence de la suite z,, vers la racine 7 :

1) f estde classe C? sur [a, b]

2) fla)f(b) <0

3) f'(x) # 0sur|a, b[ (c’est a dire strictement positive ou strictement négative sur I’intervalle ouvert)
4) f"(x) # 0 sur ]a, b[ (c’est a dire strictement positive ou strictement négative sur ’intervalle ouvert)
5) f(xo)f"(x) > 0sur[a,b] (f(xg) est de méme signe que f”(x) sur I'intervalle)
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REMARQUE :

1) Si f(zo)f"(z) < 0oncalcule z; et si f(z1)f"(x) > 0 etz € [a,b] nous avons aussi la convergence.

On veut calculer le zéro de la fonction f(z) = z — 2 dans l'intervalle [1;2].

Localisation de la racine : Ona: f(1) = —1et f(2) = 2donc: f(1)f(2) < 0 et on déduit, avec le théoreme des
valeurs intermédiaires, que f(x) = 0 admet au moins une solution. En plus, nous avons f/(z) = 2z > 0 sur [1, 2]
donc la fonction est strictement croissante et elle admet une solution unique dans [1, 2] cette solution (positive) est
donnée par : z = /2.
Algorithmes :
Dichotomie :
CLQZl,bZ?Ctx():(lOQLb0

Tant que | f(z)| > 1072 faire :

Si f(ag)f(zr) > 0alors agy1 = o) et b1 = by sinon agy1 = ay et by = xg

_ Gk41+bg4a
Tpr1 = %“r
Lagrange :

_ - _ ao0f(bo)—bof(a0)
a0 = 1,6 =2 et 0 = =40 =F(ar)

Tant que |f(z)| > 107 faire :

Si f(ak)f(a:k) > 0 alors ag4+1 = x et bk—i—l = by, sinon ap4+1 = aj et bk+1 = T

_ apf(bg)—brf(a
Tht1 = kf((bfgff?ai)k)

Newton
Lorsque les conditions de convergence sont vérifiées :
xo = 2 (ou toute valeur te que f(xq) positive comme f”(x)).
Tant que | f(z)| > 1073 faire :
f(@n) z2-2 _ ay + L

Tn+l = Tp — Flan) — Tn 2z, . 2 T

Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de dichotomie dans I’intervalle [1; 2].

k| ag T b signede f(ax) | f(zx) | signede f(xy) | signede f(bg)
0 1 1.5 2 - 0.25 + +

1 1 1.25 1.5 - -0.4375 - +

21 125 1.375 1.5 - -0.1093 - +
311375 | 1.4375 1.5 - 0.0664 + +

4 | 1.375 | 1.40625 | 1.4375

Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de Lagrange dans I’intervalle [1; 2].
(Les résultats sont présentés avec plusieurs chiffres apres la virgule pour permettre les comparaisons, nous pouvons

présenter les valeurs tronquées a un certain nombre de chiffres apres la virgule).
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k ag T, b f(ak) f(ag) S (br)
0 1 1.333333333 2 -1 -0,222222222222222 2
1 | 1.333333333 1.4 2 -0,222222222222222 -0,0400000000000003 2
2 14 1.411764706 2 | -0,0400000000000003 -0,00692041522491316 2
3| 1411764706 1.413793103 2 | -0,00692041522491316 | -0,00118906064209301 2
4 | 1413793103 | 1,41414141414141 | 2 | -0,00118906064209301 | -0,000204060810122142 2

Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de Newton dans I'intervalle [1; 2].

To =2 et $k+1:x2k+x1k
k Tk
0 2
1 1,5
2 | 1,41666666666667
3| 1,41421568627451
4 1 1,41421356237469

(Les résultats sont présentés avec plusieurs chiffres apres la virgule pour permettre les comparaisons, nous pouvons

présenter les valeurs tronquées a un certain nombre de chiffres apres la virgule).

Les valeurs obtenues avec les trois méthodes sont, respectivement :

1,41421356237469

Nous pouvons évaluer, avec une calculatrice, I’erreur en calculant |z4 — /2|

|1.41375 — v/2| = 0.0004
|1,41414141414141 — /2| = 0.0007
|1,41421356237469 — /2| = 0.0000000004

1.41375,

1,41414141414141 et

On en déduit que la meilleure précision est donnée par la méthode de Newton. Cette remarque est toute a fait

normale car la méthode de Newton est d’ordre 2 alors que les autres sont des méthodes d’ordre 1.

Exercice 2 :

Soit f : [1;2] — R une fonction continue strictement croissante telle que f(1) = —1et f(2) = 1.

Les conditions de I’application du théoréeme des valeurs intermédiaires sont vérifiées, nous pouvons en déduire

qu’il existe une seule racine (T = 1.6555) dans 'intervalle [1; 2].
1. Méthode de la dichotomie dans I’intervalle [1; 2]
On applique successivement les étapes de la méthode de Dichotomie en remarquons que f(z) < 0 sur [1, 1.6555]
et f(z) > 0sur|1.6555,2].
ap =1,by =2, 29 = 1.5, f(x0) <0, f(ag)f(xo) > 0,donc a; = x9 = 1,5 et by = by = 2 et ainsi de suite :

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN

2022-2023



CHAPITRE 2 TRAVAUX DIRIGES - SOLUTIONS 20

k| ag Tk by, signe de f(ay) | signede f(xy) | signede f(by)
0 1 1,5 2 - - +

1 1,5 1,75 2 - +

21 15 1,625 1,75 - - +
311,625 | 1,6875 1,75 - +

4 | 1,625 | 1,65625 | 1,6875 - +

2. Combien d’itérations faut-il effectuer pour approcher le zéro de f 4 2719 prés? 2 272 prés?

o =] S 755 = 5r S1070 % —nin(2) £ —101(10) = 72 109 08 33,2 = n = 34
. _b—a 1 _5 In(10)
|z, — 7| < on :2—n§10 :>—nln(2)§—5ln(10):>n251n(2) ~ 16,6 =n =17

Exercice 3 : 1. Donner la suite définissant la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de fonction. Justifier
I’expression de la suite : On a :

{ g donnée

Pour déterminer xx 1, la méthode consiste a remplacer localement la courbe de la fonction par la tangente qui

passe pas z, et d’équation : Ty, : y = f'(xp)(x — zx) + f(xg)

La valeur x5, est 'abscisse du point d’intersection de la droite T} avec I’axe des abscisses (I’intersection

n’existe que si f'(x) # 0),ona:

f(zg)
f'(zr)

0= f'(z)(@rs1 — k) + fn) = ppr f/(@r) — 2pf (x1) + f(28) = g1 = 2% —

car f'(zy) # 0.
2. Ecrire I’algorithme pour une convergence 4 106 prés; o donnée, z; = o — J{c,(é%))

Tant que |71 — o%| > 1075 (ou tant que | f ()| > 107°) | Faire (une boucle de calcul) :

f(zg)

LTi+1 = Tk — f/(fEk)

Le dernier terme de la suite est une approximation de 7 4 1076 pres.

Conditions suffisantes de convergence de la suite x,, vers la racine 7 :

1) f estde classe C? sur [a, b]

2) f(a)f(b) <0

3) f'(x) # Osur [a,b]

4) f"(x) # 0 sur [a, b]

5) f(xo)f"(x) > 0sur[a,b] (f(xg) est de méme signe que f”(x) sur I'intervalle)
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REMARQUES :

1) Si f(zo)f"(z) < 0 oncalcule z; et si f(z1)f"(x) > 0etzy € [a,b] nous avons aussi la convergence.

2. Déterminer I’ordre de convergence minimale de cette suite : Si la racine T est telle que f/'(Z) # 0 et si la suite

T, — T est la convergence est au moins quadratique (p = 2). En effet :

Tptl — T = Ty — f(‘rn) _
f'(an)
Ou encore (en rappelant que f(z) = 0) :
(1) Tp4l — T = (an —7)f ($}l,)(;{(xn) + f(Z)

D’autre part, par application de la formule de Taylor-Lagrange, a I’ordre 2, il existe £,, comprise entre x,, et T tel

que :

(f - xn)2f//(£n)

= f(f) - f(mn) = (E - l’n)f/(CCn) +

T—1 2 £l
f(@) = fan) + (@ —an) f (z0) + ( n; f"(&n)

2
En replagant dans (1), on obtient :
__ (&) @ — 24)? f"(&n) o
_ — — =
T+l — X F'(xn) 92 €n+1 f' () en
On en déduit (on peut supposer que f'(Z) > 0) :
1 (~

oo fen|?  2[f(T)]

En effet, on a :

Ty — T

&, est comprise entre ©, et T = &, = T

f" et f" sont continues (f de classe C?) alors : f"(&,) — f"(Z) et f'(x,) — f(T).

4. Application :1) f(x) = 23 — 322 + 2z sur [0, 5;0, 7] et z9 = 0, 4 puis 79 = 0,5

f est définie et de classe C?. D’autre part, on a : f'(x) = 322 — 6x + 2, étudiant le signe de f'(x) :

V12 V12
:6T ?:0,42 po 6HVIZ V3

A=36-24=12 V2158
@ 6 3

Donc :
{ f(x) >0, z€]—o0,alU]b;+ool;
f'(x) <0, z€la;bl.

etona: f’(z) = 6z — 6 = 6(x — 1) Etude de signe de f”(z) :

fx) >0, z>1;
f(x) <0, z<1.
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Etude sur 'intervalle [—1;0,4] :
Localisation de la racine : f continue et strictement croissante sur [—1; 0, 4] donc I’équation f(x) = 0 admet une
seule solution dans cet intervalle.
Utilisation de la méthode de Newton :
Pour zp = —0,30na f(—0,3) ~ —0,8970 < 0, f""(x) < Oet f'(x) > 0 sur 'intervalle et comme f est de classe
C?, on déduit que les conditions suffisantes de convergence sont vérifiées et la suite (x,,) définie par la méthode
de Newton converge vers la solution T et permet le calcul d’une valeur approchée de la solution en utilisant soit

le test basé sur le résidu soit le test basé sur I’incrément. Le schéma numérique peut étre écrite :

Zo valeur initiale bien choisie
- N (C:17) B zp—Baui+2we _ 2w} —3a}
ntl = I T e,y T TR T B eupt2 | Ba2—6zpt2

Un exemple des calculs est donné dans le tableau suivant :

k x_k f(x_k) Plx_k) * {k+1} [fx k)| | 1x {n+1}xn]
0 0,3 -0,8970 4,0700 -0,0796 0,8970

1 -0,0796 -0,1787 2,4967 -0,0080 0,1787 0,2204

2 -0,0080 -0,0162 2,0483 -0,0001 0,0162 0,0716

3 -0,0001 -0,0002 2,0006 0,0000 0,0002 0,0079

4 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0001

5 0,0000 0,0000 2 0 0,0000 0,0000

Pour zp = 0,3 ona f(0,3) ~ 0,3570 > 0 de signe contraire a celui de f”(x) sur I’intervalle, on en déduit que
trois conditions suffisantes de convergence sont vérifiées mais la quatriéme n’est pas vérifiée (f(xo)f”(z) > 0
sur I’intervalle). Dans ce cas, nous pouvons calculer z; et si sa valeur vérifiée la condition on la considére comme
valeur initiale pour obtenir la convergence !

Ona:

1 =20 — f/(xo) ~ —0,4596 et f(x1) ~—1,6498 < 0
f'(@o)

On déduit que le schéma de Newton converge dans ce cas aussi. Les calculs des premicres itérations sont dans le

tableau suivant :

k x k f(x_k) (x_k) x_{k+1} [fx k)| | |x {n+1}x n|
0 0,3 0,3570 0,4700 -0,4596 0,3570

1 -0,4596 -1,6498 5,3911 -0,1535 1,6498 0,7596

2 -0,1535 -0,3814 2,9920 -0,0261 0,3814 0,3060

3 -0,0261 -0,0542 2,1584 -0,0010 0,0542 0,1275

4 -0,0010 -0,0019 2,0058 0,0000 0,0019 0,0251

5 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0010

Etude sur 'intervalle [0, 45; 1, 2] :

L’ application de la méthode de Newton avec les trois valeurs initiales donne la situation suivante :

Malgré que les valeurs prises par zg sont tres proches (0,5 puis 0,54 et 0,555), on constate que les suites
définies par la méthode de Newton semblent converger vers des valeurs différentes (2 puis O et 1). Cet exemple
montre 1’instabilité de la méthode de Newton dans certains cas et la nécessité de vérifier les conditions de conver-

gence avant de pouvoir I’utiliser. Ici, les conditions ne sont pas vérifiées car f” change de signe dans I’intervalle
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k x_k f(x_k) f(x_k) x_{k+1} [fix k)| | Ix_{n+1}x_n]
0 0,5 0,3750 -0,2500 2,0000 0,3750

1 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 1,5000

2 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

3 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

4 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

5 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

k x k f(x_k) Px_k) x_{k+1} [f(x k)] | Ix {n+1}x n]
0 0,54 0,3627 -0,3652 1,5331 0,3627

1 1,5331 -0,3816 -0,1476 -1,0530 0,3816 0,9931

2| -1,0530 -6,6004 11,6448 -0,4862 6,6004 2,5861

3| -04862 -1,7966 5,6266 -0,1669 1,7966 0,5668

4| -0,1669 -0,4221 3,0851 -0,0301 0,4221 0,3193

5| -0,0301 -0,0630 2,1834 -0,0013 0,0630 0,1368

6| -0,0013 -0,0025 2,0076 0,0000 0,0025 0,0288

7 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0013

8 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0000

k x_k f(x_k) f(x_k) x_{k+1} [fix K)| | Ix {n+1}x n]|
0 0,555 0,3569 -0,4059 1,4342 0,35688

1 1,4342 -0,3523 -0,4345 0,6232 0,35233 0,8792

2 0,6232 0,3233 -0,5742 1,1863 0,32327 0,8109

3 1,1863 -0,1798 -0,8959 0,9856 0,17981 0,5630

4 0,9856 0,0144 -0,9994 1,0000 0,01443 0,2007

5 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,00001 0,0144

6 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,00000 0,0000

et admet un point d’inflection au point d’abscisse 1. Notons que nous pouvons résoudre directement 1’équation
f(x) = 0 et elle admet trois racines 0, 1 et 2. En effet :

flz)=0=z(zx—-1)(z—2)=0=2=0, x =1, x =2

Exercice 4 :
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = z* + 222 — 1. On s’interesse a 1’étude des racines de 1’équation
f(x) = 0. (Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec trois chiffres apres la virgule).
- Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1].
- Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75].
- On souhaite maintenant utiliser la méthode de Newton sur |0.5,0.75[. La suite de Newton est notée z,,. Faut-il
choisir zg = 0.5 ou zg = 0.75? Expliquer votre choix. z étant choisi, calculer les deux premieres valeurs z; et xs.
- On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée Z,,. Choisir
convenablement les points de départ T et T; et calculer, en suite, les valeurs suivantes Ty et T3.

- Quel est le rang de I’erreur commise en considérant T3 comme valeur approchée de 7 ?

Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1];
f estun polyndme continu, f(0) = —1et f(1) = 2 alors f(0).f(1) < 0 et I’équation f(x) = 0 admet au moins une
racine dans [0, 1].
D’autre part, f/(z) = 4x(x? + 1) > 0 sur ]0, 1] donc f est strictement croissante et 1’équation admet une et une

seule solution r € [0, 1].
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Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75[;
re 0,1z =241 =0,5et f(zo) = f(0,5) = —0,44 ona f(0).£(0,5) > 0 donc r €]0, 5; 1]
r€]0,5 [z = 25 = 0,75, £(0,75) = 0.44 ona f(0,5).£(0,75) < 0 donc r €]0,5;0, 75][.

On souhaite maintenant affiner I’approximation en utilisant la méthode de Newton sur ]0.5,0.75[. La suite de
Newton est notée x,,. Faut-il choisir g = 0.5 ou 2y = 0.75 ? Expliquer votre choix ;
Ona f(z) = 4z(z% + 1) > 0sur ]0.5,0.75], f"(x) = 1222 + 4 > 0 sur ]0.5,0.75[ et £(0,5) = —0,44 < 0 alors
que f(0,75) = 0.44 > 0 pour que la méthode converge il faut choisir x¢ tel que f(zo) est de méme signe que f”(z)
donc : zg = 0, 75.

xq étant choisi, calculer les deux premieres valeurs x; et za;

o _ flme) _mi—l—2zz—174xi+4xi—($i+2x%—l)7393%4—2:5%—1—1
k+1 = Tk 7 = Tk 3 - 3 - 3
f'(zr) 4y + 4wy, 4y + 4wy, dxy + 4y,
3rg 4+ 223 + 1
= ————— ~0,655
o 4x% + 4xg
3w} + 227 + 1
gy = STET T ) a3

496‘;’ + 4xq
On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée %,,. Choisir

convenablement les points de départ x et = et calculer, en suite, les deux valeurs suivantes T et s ;

D’apres la question 2) on a : r €]0.5,0.75[ on peut choisir Ty = 0,5 et Z; = 0,75 nous avons f(0.5) ~ —0.437 et

£(0.75) ~ 0.441.

Ona: L
Lk — Tk—1

TR = TR T ST (@)

7y = Zof(T1) — Z1f(Zo)
f(@1) = f(To)
7y = T (@) ~Tof (@)
f(@2) = f(z1)
Quel est le rang de I’erreur commise en considérant 3 comme valeur approchée de r ?
Ona:

T f (@) — e f (Tp-1)
f@w) = f(@r) = f(@k-1)

~ 0,624 et f(Tz) ~ —0.069

~ 0,641

T3 — Ta| ~ 0,641 — 0,624] = 0,017

Donc la précision est & 1072 pres.
Exercice S :

A titre de rappel, la méthode de Newton pour résoudre 1’équation f(z) = 0 sur [a; b] définie la suite récurrente

suivante :

T == g(n) = 20 — $22

{ o bien choisie
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On suppose que cette suite admet une limite sur [a; b] notée £. Montrer que si f est 3 fois derivable sur [a; ] et

que f'(¢) # 0 alors la méthode de Newton est d’ordre 2 au moins.

Si la racine [ est telle que f’(1) # 0 et si la suite x,, — [ est la convergence est au moins quadratique (p = 2). En
effet :

Ou encore (en rappelant que f(I) = 0) :

(@n = D' (zn) — f(zn) + f()
f(xn)

D’autre part, par application de la formule de Taylor-Lagrange, a 1’ordre 2, il existe &, compris entre x,, et [ tel

(1) Tn+1 — =

que :

(l — xn)zf”(fn)

f) = flzn) + (= z0) f'(zn) +

2
[ — n 2 ¢ "
S )~ ) = (1= ) ) - L))
En replagant dans (1), on obtient :
_ () (L= @n)® _ ") o
T P 2 T 2 )
On en déduit (on peut supposer que f'(Z) > 0) :
tm Lottl _OL g

oo fen|? 21 (1))

En effet, on a :

Ty — 1
&, est comprise entre x,, et = &, — [

f" et f” sont continues (f de classe C?) alors : f"(&,) — f”(1) et f'(zn) — f'(I).

Donc, la méthode de Newton est d’ordre 2 (quadratique) au moins.

Exercice 6 :
On considére 1’équation (F) donnée par : (E) 23 + 10z = 20 — 222
- Ecrire (E) sous forme de f(z) = 0 avec f une fonction a préciser.
- Vérifier que (F) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2].
- Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (g, x1 et x2) de la solution de (F). En
déduire une estimation de I’erreur commise en considérant 3.

- On considere le schéma itératif suivant :

— 20 —
Tntl = 22395, 510 n=20,12..
xo € [1,2]
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- Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E).

- Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUP,e[1,2] | 0

z2+4+22+10)2 1 =

T32)-

- Pour ¢y = 1, calculer x1, x2 et x3.

Ecrire (E) sous forme de f(z) = 0 avec f une fonction a préciser;
Ona:

(E) & 2 +10x =20 — 22° & 2 + 222 + 102 — 20 = 0 & f(z) = O avec f(x) = 2° 4 222 + 10z — 20
Vérifier que (E) admet une solution unique dans Iintervalle [1, 2];
Utilisation du théoreme des valeurs intermédiaires, f est continue sur R (Polynéme) et on a :
f)=1242x12+10x1-20=—-Tet f(2) =22 +2x 22 +10x 2 — 20 = 16

Donc, I’équation f(x) admet au moins une solution dans ’intervalle [1, 2]. D’autre part :

fl(z) =32 +42+10>0car A =16 — 120 = —104 < 0

On en déduit que f est croissante sur I’intervalle [1, 2] et par conséquent, 1’équation f(z) admet au seule solution T

dans cet intervalle.

Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (xg, x; et x2) de la solution de (F). En
déduire I’erreur commise en considérant x3 (comme solution approchée);

f(z) admet au seule solution dans I’intervalle [1, 2] :

Ona:
1+2 .

To= 5 = 1,5et f(1,5) = 2,875 avec f(1) x f(1,5) < 0 = lasolution est dans [1; 1, 5]
et:

1+1,5 :

= = 1,25et f(1,25) = —2,422 avec f(1,25) x f(1,5) < 0 = la solution est dans [1, 25; 1, 5]
ensuite :
1,254+ 1,5 .

x9 = ———— = 1,375 et f(1,375) = 0,130 avec f(1,25)x f(1,375) < 0 = la solution est dans [1,25; 1, 375]

2

La valeur exacte T et valeur approchée x5 sont dans I’intervalle [1, 25; 1, 375] donc

T — 23] <1,375—1,25 = 0,125

On peut aussi utiliser la formule du cours |z, — 7| < %52 = |7 — 23| < 23t = $=0,125
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On considere le schéma itératif suivant :

20
Tn4+1 = m n:O,1,2
xo € [1,2]

Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E) ;
La méthode s’écrit :

Tny1 = g(zp) avec g(z) = m n=0,1,2..

To € [1, 2]

Il s’agit d’une méthode de point fixe de fonction g et on a (remarquons que x> + 2z + 10 > 0) :

20

m:x<:>20::U3+2:U2+10:L‘<:>x3—|—2x2—|—10x—20:0<:>f(m):0<:>(E)

g(z) =z &

Autre méthode :

20
3 2 _ 2 _ .~ _
(E) &2 +22°+ 100 =20 & z(z” + 22 +10) =20 &z = 9110 g(x)
b. Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUPzel1,2) |%| < % ;
Ona:
20 p 2z +2 —40(x + 1)
== =-20 = <0 €ll,2
90) = 10 9@ T2 1107~ 22wt a0 < opouwre €l

g est décroissante et on a :
20 20
g(1) = — =1,538¢etg(2) = —

- = 1,111
13 18

On en déduit que

g([1,2]) € [1,2]

D’autre part, d’apres le théoréme de Accroissements finis (la fonction g est continue derivable), on a :

40
pour tous z,y € [1,2], il existe ¢ €]1,2[ tel que |g(x) — g(y)| = |¢'(¢)||x —y| < sup |¢'(2)||zr —y| < —=

< —olr =yl
z€[1,2] 132

On en déduit que g est contractante.

On conclusion, g vérifie les conditions de convergence et par conséquent la méthode de point fixe converge vers la
solution de (F).

Pour g = 1, calculer z1, x2 et x3;

Ona: 20
a:0:1:>3:1:g(1):ﬁ:1£)38

20 20 338
1= — =1,538 = 19 = g(x1) = =—=1,2950uzy = g(1,538) = 1,295
1= 73 2 = g(1) (%)2+2%+10 261 2=y( )

338 338 20 136242

= —1.205 = g0 = g(—) = = =¢g(1,295) = 1,401

T2 261 s x3 9(261) <%)Q+2%+10 97189 ou 3 9( > )

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN 2022-2023



CHAPITRE 2 TRAVAUX DIRIGES - SOLUTIONS 28

Exercice 7 :
Soit (E) I’équation suivante : (E) e —4x2 =0
1. Utiliser la représentation graphique, ci-jointe, de la fonction f(z) = e — 4a? pour localiser les quatres racines

de (E) dans quatre intervalles d’amplitude 1 chacun et qui contient une seule racine;

0.5

-0:6

La lecture graphique permet de localiser les racines (changement de la position de la courbe par rapport a

’axe des abscisses) dans les intervalles : [—2, —1], [-1,0], [0, 1] et [1, 2].

2. Montrer qu’il y a une seule racine = de (E) dans [0;1]; Ona:
f(0)=1et f(1) =e—4 < 0donc f(0)f(1) <0
f est continue (fonction exponentielle et polyndme sont continues) f est strictement croissante : f/(x) = 2we®” —
8z = 23:(69”2 —4) < 0car0 < x < 1 et la fonction exponentielle est croissante impliquent : 0 < 22 <1 =1 <
e <e <A
On en déduit, avec le théoréme des valeurs intermédiaires, que I’équation f(z) = 0 admet une seule solution dans
[0;1]

3. Transformer I’équation (E) en problémes de recherche de points fixes, sous les formes suivantes :

(PF1): gi1(z) = x tel que g; est une fonction définie par une racine carrée et la fonction exceptionnelle,

2 12 A/ z2 . , .
f(x) =0 = e —422 =0 = 22 = - = x = F-Y5— et comme la racine recherchée est positive, nous

2
\/e?
2

(PF2) : ga(z) = x tel que g2 est une fonction définie par la fonction exponentielle et un polyndme de degré 2,
fl2)=0= f@)+z=0=¢e" —da2 42 =13 = go(x) = ¥ — 42+ 2 = 2 (PF3) : g3(2) = x tel que g3
une autre fonction a déterminer;
fl)=0=e” —422 = 0= e =422 = 22 = In(42?) = 2z = g3(z) = v/In(422) pour z > 3.

4. Ecrire les schémas numériques pour calculer 7 en utilisant (PF'1) puis (PE?2). Exécuter les calculs des quatres

choisissons :

T = = g1(x)
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premieres itérations de chacun des deux schémas ;

To donnée

T
€

(PF1)
Tp+1 = gl(xk) )

Bl

k x k gx k) |le(x k)= k|| |x {k+1}-x k|
0 0,5 |0,56657| 0,06657
1 0,56657 | 0,58705 | 0,02048 0,06657
2 0,58705 | 0,59403 | 0,00697 0,02048
3 0,59403 | 0,59648 | 0,00245 0,00697
4 0,59648 | 0,59735 | 0,00087 0,00245
(PF2) { To . , donnée
Ty = g2(Tr) = €%k — dag + xp
k x_k glx k) |lglx k)-x k|| |x {k+1}-x k|
0 0,5 |0,78403| 0,28403
1 0,78403 | 0,17434 | 0,60969 0,28403
2 0,17434 | 1,08362 | 0,90929 0,60969
3 1,08362 |-0,37765| 1,46128 0,90929
4 |-0,37765|0,20515| 0,58281 1,46128

5. Etudier la convergence des deux schémas relatifs 2 (PF1) et a (PF?2). Evaluer I’erreur commise lorsque le

schéma converge ;
Conditions suffisantes de convergence d’un schéma point fixe de fonction g définie sur [a, b] :
e g est contractante;
e 9([a,b]) C [a, b]
Onag(x) = @ et
2 1 e

0<z<1l=0<2’<1=1<¢" Se:>§§gl(a:)§

o[

~ (,82
Donc :

Noter qu’il faut montrer que 0 < f(z) < 1 pour tout z € [0, 1] et il ne suffit pas de montrer que f(0) > 0 et

f(1) < 1.
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2 2
T TV er

e’ _
e

D’autre part : g (z) = et

Ver?

0<zr<l=1<e" <e= 5

<

<

N |
o[%
)

On en déduit que :
\/E
g1 (0)] < sup |gi(z)| < 5
z€[0,1]
En utilisant le théoréme des accroissements finies pour x et y dans [0, 1], il existe ¢ €]0, 1] telle que :

Ve

91(2) = 9 (9)] = lg (@) le =yl < Tla—y

et gq est %— contractante.
On déduit que la méthode de point fixe converge vers la solution Z de 1’équation telle que ¢1(Z) =%

Concernant le méthode point fixe avec go(x) = e* —4z2+xona gy (0,3) ~1,03 > 1(ougse(l) =e—3<0)
donc g2([0, 1]) n’est pas incluse dans [0, 1], les conditions suffisantes de convergence ne sont pas vérifiées et ne
pouvons rien déduire dans ce cas.

6. Ecrire la méthode de Newton pour déterminer la racine = de (F). Quel est son ordre ? Quel est le meilleur choix
parmi les deux méthodes ? Justifier la réponse.
Utilisant la méthode de Newton pour trouver une solution approchée de I’equation f(x) = e — 422 = 0 dans
I'intervalle [0, 1] (une seule racine telle que localiser dans une question précédente). La méthode de Newton

définie une suite (x,,),, telle que :

To bien choisie

2
_ floe) _ e'k—daf

Tyl = Tf — f,((x )) =X — — 7 =X — -

k 2xe k—8xy 2z (e "k —4)

2
TL 42
e’k —4xy

Ona f'(z) = 2z(e” — 4) < 0 sur ]0, 1] donc la méthode de Newton est d’ordre deux tandis que la méthode
de point fixe est d’ordre un. La méthode de Newton, lorsqu’elle vérifiée les conditions de convergence, est le

meilleur choix pour cet exemple.
Exercice 8 :

Exemple de la construction de la méthode de Newton classique : T, 17 et T5 sont respectivement les tangentes a

la courbe de f aux points xg, 1 et xo.
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v

T0 T/ T2

25

0.5

-1

Présentation de premiers termes avec la méthode de Newton modifiée : en utilisant la tangente 70 puis les droites

D1 et D2 paralleles a la premiere tangente 7°0 (au lieu des tangentes 1'1 et 7'2) aux points xg, T1 et Ta.

f D2{T0’

o

25

N

0.5
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Zny1 est abscisse du point d’intersection de la droite parallele a 70 et qui passe par le point (x,,, f(zy)) avec
I’axe des abscisses (OX).Ona:

Dy iy = f(xo)x +pet (zp, f(x,)) € Dy donc : p = f(x,) — f'(x0)x, et on en déduit :
Dy y = f'(wo)x + f(xn) = f'(z0)2n
Par conséquent :
(2n41,0) € Dy = f'(z0)Zni1 = —f () + f'(x0)2n
Soit :
Bl = Ty — f(@n)
T P(wo)

Exemple de construction d’une fonction croissante convexe sur I’intervalle [2, 5] :

-2
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Exemple de construction d’une fonction décroissante concave sur I’intervalle [2, 5] :

Equation de la droite Dy, qui passe par (xg, f(xy)) et (zx—1, f(zx—1)) a pour équation :

f(a) — flan—1)

T — Th+1

Dy :y = f(xr) + (z — f(zr))

et par conséquent :
f(og) — fap-1)

Tl — Tk+1

0= f(ap) + (Tkt1 — fz))
Soit
Tk — Tp—1

flxr) — fzr-1)

Remarquons que cette méthode est une variante de la méthode de Newton, la dérivée f’(xy) est remplacée par le taux
f@e)—f(@k-1)

Tl —Tk+1
L’algorithme de cette méthode s’écrit :

f(zk)

Tp41 = Tk —

de variation :

xo donnée

Tant que | f(xy)| > ¢ faire :
LTk — Tk—1

PR T ) — Fak)

Concernant la 2&me variante, il faut d’abord déterminer &’ puis utiliser la méme méthode en remplagant x;, par

f(xk)

L’algorithme s’écrit (avec test sur la précision) :
xo donnée

Tant que | f(xy)| > € faire :
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1=1
Tant que f(z)f(xg—i) > 0fairedi =i+ 1
k" = k — i (cette boucle détermine &’ en commengant par k& — 1

Tpal = oy — ——F _TK
FELTTRT F ) — flaw)

f(zg)

Exercice 9 :
- Ecrire les nombres suivants dans les bases 2, 8, 10 et 16 : (7F)ig - (11000001); - (1000001)y -

(13)10 - (755)g - (1100000011011110)5 - Ecrire (90)10 et (97)10 en base 2. Effectuer, en opération bi-
naire, la somme et le produit des deux nombres puis procéder a la vérification des résultats obtenus. -

base 2 base 8 | base 10 | base 16
1111111 177 127 7F
11000001 301 193 C1
1000001 101 65 41
1101 15 13 0D
111101101 755 493 13D
1100000011011110 | 140336 | 49374 CODE
90 =2x45+0 97 =2 x48 +1
45 =2 x22+1 48 =2 x24+0
22=2x11+0 24 =2x%x12+0
11=2x5+1 12=2%x6+0
5=2x2+1 6=2x3+0
2=2x1+0 3=2x1+1
1=2x0+1 1=2x0+1
Donc :
90 = T011010° et 97 = T100001°
Ona:

1011010

1100001

10111011

Vérification : 90 + 97 = 187
187T=93x2+1

93 =46 x2+1
46 =23 x2+0
23=11x2+41
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11=5x2+1
5=2x2+1
2=1x2+0
1=0x2+1

Donc : 90 + 97 = 187 = 10111011 qui est exactement I’écriture trouvée auparavant. Nous pouvons aussi, vérifier

en calculant la valeur de I’écriture binaire trouver auparavant.
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

SERIE N° 2 2022 - 2023

Exercice 1 :
- Construire le polyndome d’interpolation P basé sur le systéme de trois points : (0,2), (1,1) et (2,2), en utilisant

successivement les trois méthodes (directe, Lagrange, Newton).

Méthode directe : Py(z) = ax? + bx + c et donc :

P(0) =2 c=2, c=2,
Py(1)=1 = at+tbtc=1 = 4q a=1
Py(2) =2) da +2b+c=2 b=-2

Soit :
Py(z) = ax® + b+ c= 2> — 2z +2

Les polyndmes de base de Lagrange sont donnés par :

Lo(z) = ((f):gg”o“":; e BT
_(z-0)(z—-2)
Li(x) = =021 21 — a2
(x=0)(z—1) 1
L) = =0 5@ —2)

et:
1 1
Py(z) = 2Lo(x) + Li(x) + 2La(z) = 2§(x2 —3x+2)+ 22— 2+ 2§(x2 —z) =2 -2z +2

Méthode de Newton : Calculons d’abord les différences divisées :

et:
Py(z) =2x14+(-1)x(z—0)+1x(z—-0)(z—-1)=2—z4+2> -z +1=2>—2z+2

- Déterminer le polyndme d’interpolation P; basé sur le systeéme de points : (0,2), (1,1), (2,2) et (3, 3).
Le meilleur choix et d’appliquer la méthode de Newton, en complétant le tableau précédent avec le point (3.3).
Meéthode de Newton : Calculons d’abord les différences divisées :
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012
1]1]+2=-1

2-1 _ -0 _
212] 55 =1 | 55 =1

372 _ -1 _ 0—1 _ —1
313 55=1] 355=0 |35=7

1

Pg(x):2—(x—x0)+1(m—mo)(m—x1)—g(x—xo)(x—xl)(x—xg)—2—x+a:(x—1)—fx(x—1)(x—2)
13 2
Pg(ﬂi')—?flﬁ +22° + —r+2

Meéthode directe : Le polyndme Ps s’écrit :

Ps(x) = az® + ba® + cx + d

Ona:
f0)=2=d=2 d=2 d=2
f)=1=a+b+c+d=1 N a+b+c=-1 N a+b+c=-1
f2)=2=8a+4b+2c+d=2 8a +4b+ 2c =0 6a + 2b = 2 E3-2E2
fB)=3=27a+9b+3c+d=3 27a +9b+3c=1 24a +6b=14 E3-3E2
et
d=2 d=2 d=2
a+b+c=-1 a+b+c=—1 02%8
= =
6a + 2b =2 6a + 2b =2 b=2
24a + 6b =4 6a = —2 E4-3E3 a= %1
Donc :

-1 -8
Ps(z) = ?xg + 22°% + St 2

Meéthode de Lagrange : Calculons d’abord les polyndmes caractéristiques de Lagrange :

 eem)e-me-a) _ @-De-@=8) 1, o,
Lol@) = G o o — o) @ —za) ~ (0—D0-2)(0—3) 6 & 6z +Hr=0)

s _(@-Oe=@=3) 1 4,
@) = G ) e ) —2a) - A—0)I—D(1—3) 2 ~ % +6v)
 —me—m)e—m) _ (@-O@-DE=3) 1 4 o,
Lg(l’)— (xg—.%'())(.%'g—l'l)(m’z—wg) - (2—0)(2—1)(2—3) o 2 ( 4 +3 )
s _(@-Oe-D@-2) 1 4 .,
Lsle) = (z3 — w0)(x3 — x1) (w3 —22)  (3-0)3-1)(3-2) 6( i

—1 1 1 —1 -8
Ps(z) = ?(aﬁ?’—63624—113:—6)4-5(3:3—59524—6:6)—(x3—4x2+3x)+§(x3—3x2+2x) = ?w3+2x2+?x+2
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Exercice 2 :

Déterminons es polyndmes caractéristiques de Lagrange et formulons le polyndme d’interpolation P3(z) :

(@ -2)(z-3)(z—5) (2*—-bx+6)(z—5) -1
Lo(z) = (RS 0 =3 (z° — 102* + 31z — 30)
x—0)(z—3)(x— z(2? — 8z
Li(z) = ((2_8;(2_35(2_55)) _ o 2 +15) :é(:z:3—8x2+15x)
(@ —-0)(z—2)(z—5) a(x®-Tz+10) -1
Lo(z) = 3-03-23-5) _r =5 (x3—7x2+10:c)
(@ —-0)(z—2)(x—3) a(=*-bx+6) 1
L) = 506263 ~ 30 = 3g (¢° — 52" + 62)
=3
Py@) = 3 Fla) Li(w)
i=0
Py(z) = 1 (ac3 — 1022 4 31z — 30) + 2 (xS — 8% + 15:r) + -9 (1’3 — 72 + 10x) + 87 (x3 —5x? + 636)
’ 30 6 6 30
Py(z) = %x?’ — 7% + %x -1

Exercice 3 :

Il faut déterminer les polyndme d’interpolation P3(x) et P;(x) par rapport au deux régions puis calculer les valeurs
approchées en utilisant 1’interpolation.

Pour éviter les calculs compliqués, cous pouvons utiliser une échelle (ou translation des valeurs) et utiliser les points :
0,5,10et15.On a;

Lo(z) = E= 9@~ 10)(@ — 15) (z — 5)(22 — 252 + 150)  —1

3 2
- = (2 — 3022 + 275z — 750
(0 —5)(0— 10)(0 — 15) ~750 750\ @ 30r + 275w )
z(zx —10)(z — 15)  z(2% — 252 + 150) 1, 4 9
_ _ — (2% — 2502 + 150
(*) = 56 =10) 5= 15) 250 250\ — 2547+ 150z)
z(z —5)(z — 15) r(z? — 20z +75) -1, 4 9
Lo(z) = _ — (32022 4 75
2(%) = 1510 = 5)(10 - 15) 250 a50 (% — 202"+ Tox)

Ly(x) z(x —5)(z — 10) z(x? — 152 + 50)

1 3 2
¥ = 15(15 — 5)(15 — 10) 750 750\ — 1547 +502)

Les polynémes d’interpolation sont donnés successivement pour les deux régions par :

_-T2.8 4 9 4.2 4 2
Psy(z) = =0 (x” — 302° 4 2752 — 750) + 550 (x° — 252° 4+ 150x)
+ 950 (z 20x* + 75x) + = (z 152 + 50x)

1
Py(z) = s {2%(~72.8 +222.6 — 225.6 + 76.4) + o (2184 — 5565 + 4512 — 1146)

+2(—20020 + 33390 — 16920 + 3820) + 54600}
a3 2 9z 364
5(7) —

=1250 50 25 5
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Py(z) = 0.0008z3 — 0.022° + 0.36z + 72.8

—70.2 70.2
3 () e (x° — 30z* 4 275z — 750) + 550 (z 5z 4 150)
8 2 g (S |
+ 950 (x 0z + 75z) + 0 (x 52 + 50x)
1

Pj(x) {23(=70.2 + 210.6 — 210.9 + 73.2) + 2%(2106 — 5265 + 4218 — 1098)

750
+a(—19305 + 31590 — 15817.5 + 3660) + 52650}

()= 220 18?17z 351
BYTTo500 0 250 100 5
Pj(z) = 0.00362> — 0.0522°% 4 0.172 + 70.2

Estimation des espérances de vie :

Europe ouest :

1977 — P3(2) ~ 73, 4464
1983 — P5(8) ~ 74,8096
1088 — P3(13) ~ 75, 8576

Estimation des espérances de vie :

Europe Est :

1977 — P5(2) ~ 70, 3608

1983 — P5(8) ~ 70,0752

1988 — P3(13) ~ 71,5312
Exercice 4 :

1
Déterminer le polyndme d’interpolation de Lagrange P»(x) de f(z) = 172 par rapport aux points 0; % ; L.
x

Polynomes caractéristiques de Lagrange par rapport aux points 0; % etl:

(x—=3)(z—-1) 4 7 3
L()(x)—(o_%)(o_l)—?)<x2_4x+4>
_(r—=0)(x—-1) 16
Li(x) = EITEREY 3 (2% — x)

_ _3
-G o-3)

Py(x) = Lo(x) + %Ll(x) + %Lg(x) = %x2 — %x +1

Représenter sur un méme graphique le polyndme et la fonction interpolée ;
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3 4
47
ajouter d’autres points (par exemple, 0.1, 0.2, 0.3,...) pour pouvoir ajuster la représentation. Il faut bien choisir

Les deux courbes passent pas les trois points (0,1), (2,2) et (1, 1) mais elles ne sont pas confondues, il faut

I’échelle sur I’axe des ordonnées pour pouvoir distinguer les deux courbes ? elles ont trois points en commun mais

leurs différence est réduite (égale a I’erreur!).
™

0.9

C_P

0.8 —

0.8

05

0.4

03

oz

01
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Agrandissement de la représentation dans la partie [0.8, 1]

054

05z

05

043

048

044

o4z

0.4

038
064 0.68 0.ge2 o7 o7z 074 078 ore oe o.ez o.e4 [VR=15) oes [2}z] 0.ez 004 0.08 oge 1

Comparer, 4 I’aide d’une calculatrice, (1) et P»(3);

2 1 19
f(2) 3 0,666667 e 2(2) 5% 0,67857
La différence entre les deux valeurs est d’ordre 0,01 on peut dire qu’elles sont égales 2 1072 pres;

Rappeler la formule de I’erreur et donner une majoration de |E(z)| = | f(z) — Pa(z)|;

Formule générale : Il existe £ entre compris entre le plus petit et le plus grand points d’interpolation (si les points sont

ordonnés du plus petit au plus grand, en peut écrire £ € [z, z,]) tel que :

(n+1)
Bula)l = 11() = Pa(o)] = (o = 20)a = 1) — ) 1)
Concernant f et P, il existe £ € [0, 1] tel que :
3) (3)(8)
Ba@)] = 1£(@) - Pa(@)] = I(& — ) - ) — 20)| L pag - By - 1y 2
3)! 1 6
On a
R Mgy = 2 3)(g) = 0 ) () = 24
M =1y T =ap FTO=my M0 =ary 0= >0
On en déduit que f® est croissante et pour z € [0,1] ona f®(0) < f@(z) < fO)(1) soit —6 < f3)(z) < 58
Finalement,

1@ @) < sup [fP(z) =6
z€[0,1]
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et,
3
| Ea(2)] < fa(z — 7)(z —1)]
A titre d’exemple, |E(3)| < $33 = 15 ~ 0,0625 qui est une majoration de la valeur exacte donnée par |E3(3)| =

1/(3) = Pa(3)] ~ 0,01
4) Evaluer I’erreur commise en considérant les points support : 0, i, %, % et 1. D’apres la formule du cours, il existe
€€ [0,1] tel que :

1 1 3 1B
|Ea(z)| = |f(z) — Pa(z)| = |z(z — 7))@ — 5)(z — )z —1)|
4 2 4 5!
Ona: 24 120
@(p) = 2 G) () —
@ =gy TP = g
et avec un calcul d’encadrement, nous avons successivement :
1 1 —120
0<z<1 1<1+4z<2 1<(1 b<ob — <= <1 —120< fO(z) < —=
=T sl+es <(+2)< 64 ~ (1+x)6 — < @) < 64
et
11O < sup [FO(x)] =120
z€[0,1]
Finalement, ) . 5
|Ba(2)| = [f(2) = Pa)] < Ja(z = )z = 5)(@ - )z 1)
Exercice 5 :
1) Etablir le tableau des différences finies de f;
ZT; f(.fz) DD1 DD2 DD3 DD4
2 5,2 — — — —
6,4—52
2,1| 6,4 e =12 - — —
5,8—6,4 —6—12 __
2,2 5,8 22-21 — —6 2,2z2 )_ —90 — —
6,1-58 _ 3=(=6) _ 45490 _
2,3 6,1 2,3-22 2,3—-2,1 45 2y3+—2 = 450 - B
6-6,1 __ —-1-3 _ —20-45 __ —650 | —3—450 _ _5000
2,4 6 24-23 -1 24-22 —20 24-21 — 3 ?54—2 — 3

2) En déduire le polyndme d’interpolation de Newton de f d’ordre 4, associé aux points xg = 2, x1 = 2.1, 20 = 2.2,
xr3 =23etxy =2.4.

Le polyndme d’interpolation est donné par la méthode de Newton :

Pa(z) = 5, 2412(2—2)—90(2—2) (2—2, 1)+450(2—2) (z—2, 1) (2—2, 2)_@(1’_2)@_2, 1)(2—2,2)(2—2,3)

Py(x) = 5,2 +12(z — 2) — 90(z* — 4, 12 + 4,2) +450(2® — 6,322 + 13,222 — 9, 24)

5000
—5 (! = 8,62% 427, 712" — 39,646 + 21, 252)
4 1 1982
Py(z) = —@x‘i + 23( 3200 + 450) + 2% (— 383550 — 2835 — 90) + x( 98230 | 5049 + 369 + 12)

106260

+( — 4158 — 378 — 24+ 5,2)
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500024 +_44350353 147325x2_+ 217220 199874
3 3 3 3 5

Ou en valeurs approchées des coefficients :

P4(ZL‘> =

Py(z) = —1666.67z* 4 14783.32% — 49108.3x2 + 72406.7x — 39974.8

Peut-on donner, a partir du tableau précédent, les polyndmes d’interpolation par rapport aux points xg, 1, T2

etxg?
Oui, il suffit de d’utiliser le tableau pour les différences divisées des 4 points au lieu de 5 points (en supprimant

x4, toute la ligne est a supprimer) :

z | fle) | DD DD; DDy DD,
2 | 5,2 — — N -

2,1 6,4 | &2 =12 _ ~ ~

2,2 | 5,8 ;gigﬁ‘ = -6 —2?21122 — 90 _ _ Donc :
23] 6.1 | §5=55=3 | 33051 =45 | 5570 =450 .

24| B =1 | 55 =—20 M ;T%{Z,O 5000

Py(z) =5,24+12(z —2) — 90(x — 2)(x — 2,1) + 450(x — 2)(x — 2,1)(z — 2,2)

22774
1%@):4am3f%mm¥+6$mxfg?77

Par rapport aux points z1, x2, x3 et x4 ? Expliquer la réponse.
La réponse est aussi oui mais avec une méthode différente : en effet, lorsqu’on supprime xg, il en suffit pas
de supprimer la leére ligne mais toutes les différences divisées qui utilisent xg (la premiere valeur de chaque

colonnes!!) :
€Ty f(xz) DD1 DD2 DD3 DD4
2| 52 - - - -

2,1 6,4 }ggé%zgg:gg - _ _

22| 58 | 3pi= 0| 5R==m| - -

6,1-5,8 _ 3—(=6) _ 0 _
2,31 6,1 3322 — 5321 — 40 %@

6-6,1 __ -1-3 __ —20—45 __ —650 z
2,4 6 24-23 -1 24-22 —20 24-2,1 — 3

Donc :
650

Pi(z) =6,4—6(x —2,1) +45(z — 2,1)(2,2) — T(:p —2,1)(x—2,2)(z —2,3)
10030z n 12646
3 )

Remarque : La méme méthode est a utiliser si nous supprimons plusieurs points du début ou de la fin du

65023
Pi(r) = — =25 + 14750” -

tableau, par contre, nous ne pouvons pas utiliser le méme tableau pour déduire les différences divisées lorsque
nous supprimons un point du milieu du tableau. Par exemple, pour zg, x1, 3 et x4 il faut refaire les calculs des
le début!!
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3) Donner une valeur approchée de f(2.25) et donner une majoration de I’erreur | f(z) — Py(x)| si f est de classe
Co.
Ona: f(2.25) ~ P4(2,25)

et, il existe ¢ tel que :

OO

(@) = Pa(2)] = |(z = 2)(2 = 2,1)(z = 2,2)(z = 2,3)(z = 2,4)| =

|f(z) = Py(x)| < %I(w —2)(z—2,1)(z - 2,2)(x — 2,3)(x — 2,4)|

avec: M = SUPge[2;2,4] |f(5) ()]
Remarque : Nous pouvons aussi donner une approximation de f(2.25) en utilisant Ps(.) et P5(.).

Exercice 6 :
Pour calculer le zéro d’une fonction f(x) inversible sur un intervalle [a, b] on peut utiliser I’interpolation : apres
avoir évalué f sur une discrétisation x; de [a, b], on interpole I’ensemble (y; = f(z;),z;);" et on obtient un
polyndme p(y) tel que : f(z) =0 < = = p(0).
1) Utiliser cette méthode pour évaluer I’unique racine r de la fonction f(z) = exp(x) — 2 dans 'intervalle [0, 1]
avec trois points d’interpolation ;
Localisation de la racine : Soit f(z) = e” — 2, f est une fonction continue croissante (car f'(z) = e* > 0) et
f(0)f(1) = (=1)(e — 2) < 0 donc I’équation f(x) = 0 admet une racine unique = € [0, 1]
f est inversible (admet une fonction réciproque) car f est une bijection (continue + croissante) de [0, 1] vers

[—1,e—2].
Discrétisation de I’intervalle en trois points (n = 2) et x; = 0 + z(%) = % donc g =0, 1 = % etxo = 1.
Le tableau des valeurs de f(z;) :

€Ty 0 % 1

yi=fx;) | =1 ez —2|e—2
Le tableau inversé (les valeurs (y;, f~(y;) = x:)) :

Yi “1]er—2]e-2
zi=f" )| O 3 1
Le polyndme d’interpolation P,(x) sur la base des points y; et les valeurs z; = f~!(y;) est une approximation

de f~!(z) (nous pouvons le calculer par n’importe quelle méthode d’interpolation). Par exemple, le tableau

des différences divisées est donnée par :

Yi x; DD, DD,
-1 0 _ _
1 10
e2—2 | i | 2 =1  ~0,345 —
e2—241  2(e2-1)
I 1
11 T~ 1 1
e — 2 1 21 — 1 . e—e2 e2 —1 — 1 ( 1 r— 11 ) — 1 236§—1—€1
e—2-(e2-2)  2(e—e?) e—2+1 213 o5 a1’ 2D 3 _9eqen
1
o 1 —(e+1—2e2) -1 ~
- 2(671) 1 1 - T —_— _0, 176
e2(e—2e2+1) 2e2 (e—1)
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Donc le polynéme d’interpolation sur la base des (y;) est donné par :

1 1
Py(x) =04+ —5—— (v —yo) — ———— (= — yo) (= — y1)
2(ez — 1) 2ez(e—1)
1 1
Pya)=04—(24+1)— ——(z+ D(w—e2 +2)
2(e2 — 1) 2e2(e—1)
C (7 — = =100\ ~ _ 1 1 _ i _ e te—de3i2
Ona: f(2) =02 =77(0)~R(0) = 2(e 1) 26%(6—1)( e +2)= 22 (e2 —1)(el 1)

Soit : x ~ 0,708

2) Comparer ensuite le résultat obtenu avec 1’approximation du zéro de f obtenue par la méthode de Newton en
3 itérations a partir de zo = 0.
D’abord, vérifiant les conditions de convergence : f est de classe C! avec f/(z) > 0 et f”(x) > 0 par contre

f(zo) = f(0) = =2 calculons 1 : 1 = o — f}:f(’“9352 =0- 1—12 =1let f(z1) = e —2 > 0 de méme

signe que f”(x). On en déduit que la méthode de Newton converge vers T et une valeur approchée apres trois

itérations est donnée par x3 avec :

_9 w2 _ 9
T 0736 etzs = ag — <

o =1-— ~ 0.694

Exercice 7 : La division euclidienne d’un polyndéme V' par un polyndme W non nul consiste a écrire (d’une ma-
niere unique) V' sous la forme V' = W g+ o g et r sont deux polyndmes, le second vérifiant deg(r) < deg(W);
q est le quotient de la division euclidienne de V' et W et r le reste de cette division.
1) Montrer que si W(x) = (x — ag)(x — a1)(x — ag) alors r est le polyndme d’interpolation de V' aux points
(ag, a1y ..c.yaq);

Soit Py(x) le polynéme d’interpolation de V' (x) par rapport au points ag, ai,...,aq alors, on a :
Py(a;) =V (a;) = q(a;)W(a;) + r(a;) i=0,1,...,d
Or,
W(a;) = (a; — ao)...(a; — ai)...(a; —aq) = i=0,1,....d
On en déduit :
Pi(a;) = r(a;) i=0,1,...,d= (P;—71)(a;) =0 i=0,1,..,d

Remarquons que le polyndme d’interpolation P;(x) est de degré au plus égal a d et le reste de la division

euclidienne est strictement inférieur au degré de V' () (qui égal a d + 1).

Donc, le degré du polynéme (P; — r)(x) est de degré au plus égal a d et ayant d + 1 racines (ao,...,aq),
on en déduit que ce polyndme est le polyndme identiquement nul : (P; — r)(z) = 0 et Py(z) = r(x). (Un
polyndme non identiquement nul de degré n ne peut pas avoir plus de n racines).

2) Utiliser une division euclidienne pour calculer le polyndme d’interpolation de Lagrange de V(z) = x° —
3z% 4+ x — 3 aux points —1, 0, 1, 2. Vérifier le résultat obtenu.

11 suffit d’effectuer la division euclidienne de V' (x) par W (z) avec

W)=+ (z-0)(z—1)(z—-2)=(2®—2)(x—2) =2t — 223 — 2® + 22
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Ona:
V(z)=(z —1DW(z)+ (—23 — 322 + 3z — 3)

Donc :
Py(z) = —2 — 322 4+ 3z — 3

Pour vérifier le résultat, il suffit qu comparer les images des points z; utilisant V' (x) et Ps(x) :
P3(0) =-3=V(0), P3(1)=-4=V(1), B(-1)=-8=V(-1),..

Exercice 8 :
Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 2 — 322 :
1) Calculer le polyndme Py qui interpole f au point d’abscisse zg = 0;

Le polyndme Fj est de degré zéro donc égal & une constante et il prend la méme valeur que f au point zg = 0:
Po(z) = Po(xo) = f(zo) = f(0) =2

2) Calculer le polyndme P; qui interpole f aux points d’abscisse xg = 0et x1 = 1;
Utilisant, par exemple, la méthode de Newton :

x; | f(zi) DD1

0 2 —

-1 | ==2 — _3

Donc :
Pi(z)=2—-3(x—x9)=2—3z
3) Calculer le polyndéme P> qui interpdle f aux points d’abscisse zg = 0, x1 = 1 et xo0 = 2;

Complétant le tableau précédent en ajoutant la ligne o = 2 :

€Ty f(l‘l) DD1 DD2
0| 2 —~ —
-l | Tg=-3] -
2 | 10 | 52 =—9| H3=_3

Donc :
Py(z) =2 —3(x —x0) — 3(x — xo)(x — 1) =2 — 3z — 3z(x — 1) = 2 — 32 = f(x)

Le résultat précédent est tout a fait normal car f est un polyndme de degré 2 et on ne peut pas trouver une
meilleur approximation de f par un autre polyndme de degré 2.

4) Calculer le polynéme P,, n > 3 qui interpole f aux points d’abscisse xg = 0, 1 = 1, 29 = 2, ---, et
xn, = n. Est-ce que le résultat est vrai pour une fonction f quelconque.
Remarquons que nous ne pouvons pas faire des calculs (car le nombre de points n’est pas fini!), par contre,
ona:

P, (z;) = f(zi) = (P, — f)(z;) =0 i=0,1,....,n

f(z) est un polyndme de degré 2 et P,,(x) est un polyndme de degré n > 3 donc (P,, — f)(z) est un polyndme

de degré n ayant n + 1 racines (zg, Z1,...,Z»). On en déduit que :

(Pn—f)(@) =0 et Puz)=f(x)
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Exercice 9 :

1Y)

2)

3)

Rappeler la définition des polyndmes de Tchebychev sur [—1, 1]; Les polyndme de Tchebychev sont définis

comme les polyndmes vérifiant 1’égalité suivant :
T, (cos(0)) = cos(nh)
Avec un changement de variable, pour tout z € [—1, 1], nous pouvons obtenir la définition suivante :
T, (x) = cos(n arccos(x))

Donner la relation de recurrence entre ces polyndmes et calculer 75 ; En utilisant les formule de transformation

de cos, nous pouvons obtenir la relation de recurrence suivante :

{ To(z) =1 et Ti(z)=uz,
Toni1(x) = 22T, (x) — Tp—1(x), Pourn > 1.
Ty(z) = 22T (x) — To(x) = 2z(z) — 1 =222 — 1
T3(z) = 22Ty (x) — Ti(z) = 22(22° — 1) — x = 42°® — 32
Ti(z) = 22T3(x) — To(x) = 2x(42® — 3z) — (222 — 1) = 82* — 8z + 1
Ts(z) = 22Ty (x) — T3(x) = 22(8z* — 8% 4+ 1) — (42> — 3z) = 162° — 202> + 5z
Calculer les racines de Ty dans [—1, 1] puis déduire les meilleurs noeuds d’interpolation, utilisant 4 points,

sur intervalle [0, 3].

Nous pouvons utiliser la formule du cours donnant les n racines du polyndmes 7;, de Tchebychev :

(2k+ )7

k=0,...n—1
2n ) ree M

xp = cos(
Dongc, les racines de T sont : cos(Z), cos(3F), z3 = cos(Z) et cos(%”) (A ordonner)

Deuxieme méthode (calcul direct) :

Ty(z) =82 — 822 +1=0

La deuxiéme équation est une équations bicarrée, il suffit de poser X = 2% pour obtenir X; = 5_8‘/5 et
— 5+V6
Xy = 545,
On en déduit que les racines de 7y sont données par : g = —4/ %, Ty = —4/ %, To = 4/ # et
24++/2
Tr3 = +T\[

Pour obtenir la famille des meilleurs noeuds d’interpolation sur un intervalle [a, b], il suffit de déterminer les

images des (;)i—o,... 4 par les transformation affine de [—1, 1] — [a, b] donnée par :

b b—
936[—1,1]&—>0:a+ + a:lze[a,b]
2 2
Donc, les meilleurs noeuds dans [0, 3] sont :
3 3 . . o
0; = 3 + 5561 avec x;, 1 = 0, ..., 3 sont les racines du polyndme7}y dans [—1, 1]
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Exercice 10 :
Soit f une fonction de classe C3, définie sur [0, 3] et a valeurs réelles.

1) Déterminer le polyndme d’interpolation d’ordre 2 de f, noté P»(.), qui prend les méme valeurs que f(.) en

z=0,1,3;
one: N o et B PP
o@) = o103 3@ Tt
(x —0)(x—3) -1
L) = (1—0)(1—3)7(9”2_39”)
(z-0)(z—-1) 1
L) = 5= =) = @ — )
Donc :

Py(z) = f(0)Lo(z) + f(1)La(x) + f(2)La(x)

2) Déterminer la méthode de quadrature élémentaire obtenue en remplacant I’intégrale de f(.) sur [0, 3] par celle
de P»(.);

3 3 3
/ f(2)da ~ / Py(x) = / (F(O)Lo(@) + f(1)L1(2) + F(2)La(a))da
0 0 0

3 3 3
:f(O)/O Lo(x)dx—kf(l)/o Ll(x)d:v+f(2)/0 Lo(z)dz

3 3 3 273
/ Ll(m)daz:/ —(2? = 3z) = —12 v s Y
0 0 2 3 2 |, 4

3 31 3 x? 3 3
L = — 2 — g 1 _ — —
/0 o(z)dx /0 6(1‘ x) 6 [ 3 5 L 1

Donc, on obtient la quadrature suivante :

~ 3(0 x f(0)+z « f(1)+i < £(3)

Py(z) = f(0) x 0+ f(1) x §+ £(2) x %

avecwo:(),wl:éetwg:l
1 1

Remarque : cette quadrature est différente de celle obtenue avec la méthode de Simpson (Newton-cotes,
n = 2) car la répartition des points dans I’intervalle n’est pas uniforme : 2 — 1 =1#2 =2 —0.
3) Montrer que 1’ordre de la méthode est égal a 2.

Si f est un polyndme de degré 0, 1 ou 2 alors P»(z) = f(z) et la quadrature est exacte :

/03 f(z)dx = /03 Py(x)
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Donc, I’ordre de cette méthode est au moins égale a 2. Il suffit maintenant de trouver un exemple d’un poly-
noéme de degré 3 telle que la quadrature ne soit pas exacte : Si f(z) = >, ona:

3

/03f(x)dx B [l:]o - %

3
30 f0)+ 3 J(0) + 7% F2) =3+ x 2 = T £ [ @yt

Donc la méthode est d’ordre 2.
Exercice 11 : On se place sur I'intervalle [—1, +1] :

11
1) Calculer les polyndmes de base de degré 3 associés aux points {—1, 3 3 1} ;

0
+ 4|+

ol

=8
_I_

2) En déduire le polyndme d’interpolation, Ps, de degré inférieur ou égal a 3 d’une fonction f définie sur [—1, +1],

1},

associé aux points {—1, 3 3

P(w) = F(~1)Lo(a) + F(~ $)La(x) + F(3)La(a) + F(1)Es()

1
3
3) Décrire la méthode de quadrature sur [—1, +1] obtenue en remplacant ’intégrale de f par celle de P3. Quel est

I’ordre de cette méthode ?

1
Ls(x)dz
1

1 1 1 1 1 1
[ tae= ) [ no@de+ £3) [ ma@de+ 1) [ Ta@da+ 1)
Ona:

1 . 1
/1 Ly(x)dx = 1—; 71(9372 —1)(z — 1)dx = i
! 9 [t 3
/_1 Li(x)dx = 16 _1(3x —1)(z* = 1)dz = 1
1 . 1
/_1 Lo(z)da = 17? [ (@ = 1)@0 + 1)de - Z
1L do = 1 1)(922 — 1)dz = ©
/1 3(x)a;fﬁ 71(56'4- )(x—)xfz
Drou ! 1 3,-1. 3,1 1
[ s =25 11+ 5150 + 51(G) + 3£
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Cette quadrature (méthode de Simpson %) est donnée sur un intervalle [a, b] :

/ ’ flayde =

Cette méthode est d’ordre au moins égal a 3 (si f est un polynome de degré 3 alors f(z)
a 4 (résultat général de la méthode de Newton-cotes).

Soit f est le polynome de degré 4 tel que f(z) = z*, ona:

1 P 2 14
IZ/_lf(UU)dUU:[5]1—1:5:35

~ 1 1 1 14
b= (Gf(-1) 4+ S+ 2 f() + S = 70+ oot oo 1) = o AT
Donc, 1a méthode est d’ordre 3.
Exercice 12 :

“(Fa) + fla+ P50 4 flat 27T 4 flat 320 + F0)

= P3(z) et au plus égal

Estimer fo x)dzx a partir des données suivantes :
1 3 5
z 1013 2 2 2
f(z) | 3]2]2]1,6364 | 1,2500 | 0,9565

en utilisant :

1. La méthode des rectangles a gauche composite ;
Ona: 5 . . 5 ) 5
/02 f(x)d:r:/o2 f(a:)d:v%—/% f(m)dm+/12 f(:c)d:z:+/§ f(x)dx+/22 f(x)dx
3 3 1 3 2 3 3
/0 f(@)ds _/0 f(O)dan/; fa+ [ f(1)da;+/g fGa+ [ 1@

/f Vda ~ f 0)/ do + f(2 )/11da;+f(1)/1§dx+f(;))/32da;+f(2)/;dx

[ snte = L s+ s+ 1004 1y v 100 L [2 21 030011,2500)

N

f(z)dx ~ 4,1932

S—

Utilisation de la formule du cours : h = %, n=>5a;=0+1ih = % avect1 =0,...5

5 n—1 4 .
| s@de =03 ) =03 5G) = 5 |10+ 5G) + o 102)]
=0 =0

2. La méthode des rectangles a droite composite ;

/ogf(x)d:n: /0;f(x)dx+/11f(m)dl’+/13f(m)d“ff(x)dﬂ/ff(m)dx
/ogﬂx)dx: /Oéf(;)da:vL s [ o [ [ G0
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ot

1 % 2 5
/ fa / derf()/; d 1) | dx+f(2)/g dos 1) [ da
/2 1 3 ) 1
f(z )deQ[f( )+ f(1) + f(2)+f(2)+f(2)] ~ S [2+ 24 1,6364 + 1,2500 + 0.9565)
0

/2 F(x)dz ~ 3,92145
0

Utilisation de la formule du cours : h = 5, n =5, a; =0+ th = % aveci=0,...5

I\DM—\

/f d:thZfaz—hZf. ;[ F)+ +f()+f(2)}

3. La méthode des trapezes composite.

/Og f(ac)dnr::/é f(z)dx + llf(ﬂc)dac—l—/g f(ac)alac—1—/32]”(90)d:l7+/g f(z)dx
/gf($)dx2/%f(0)+fé /fé +/ d —|—/ fa +f% /fg 1@
0 0

+/;f ;f%dx

LFO)+f(3)  1fG)+f1)  1fW+f3)  1fE)+f2) 12+ f(3)
/0 e R R R 22+222 +2 >

1

a)da = L0+ S+ 5 | £5)+ 50+ 5) + £2)

ot

0
3 13 1
fla)dx ~ 1(5 +0.9565) + 5 ~(24 2+ 1.6364 + 1.25)
0

5
/ * f(x)dz ~ 4,057325
0

Utilisation de la formule du cours : i = % n=2>5,a;=0+1th= % aveci=0,...5

n—1 4

| #eydn = (a0 + ) + W3 Sa) = {00 +1G) + 5305

1

1 5)
= O+ FG) + 5

5 |76+t 1)
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Exercice 13 :

Estimer, a 1’aide des théorémes du cours, le nombre de sous-intervalles n nécessaire pour obtenir une approximation

de : .
4
1:/ L
0 1+x2

avec une erreur moindre que 1072, en utilisant :

1. La méthode du point milieu combinée ;

b—a, b—
B = 2O
bone: 1-0,1-0 1,1
E, = T(T)Qlfﬁ(n)‘ = (7)‘fﬂ( )|
cherchons une majoration de |f”(n)|, on a:
R -
f (LU) - (1+$2)2
242? — 8
" o
f (m) - (1+$2)3
1—a?
() = 961'((1“62;4 > 0 sur [0, 1]
On en déduit : | f"(n)| < 2et:
X 0 1
) +

- 2

__1-8

B = o o)l )] < 85:(p) = =

3n?
Il suffit de prendre :

1 106
L 10322108 5 /2 > 57735
3n? 3

il suffit de considérer n = 587.

2. La méthode des trapezes combinée ;
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Donc : ( )3
1-0)°,1-0 1.1
B — 21 gl _ (= 1"
n = e () = () )
On en déduit : L1 11 5
E — — (— " < 87 [
w = Gl <855 (5) = 2
Il suffit de prendre :
2 6 _ 2 2 6 2
— <107°=n">-x10°=n> /= x 1050 > 816.49
3n? 3 3

il suffit de considérer n = 817.

3. La méthode de Simpson combinée;

b—a b—a
By = o0 )
By = DD O0)] =t o )] = | )
11 suffit donc de trouver une majoration de | ) ()| sur [~1, 1].
On donne :
sup | ()| = 96
z€[0,1]

Donc :

B, 96 1

< =
~ 46080n*  480n*
11 suffit de choisir n tel que :

1
<10
480nt —

16
nz{‘/%o:,nzﬁ.m

11 suffit de prendre n = 7.

Commenter les résultats trouvés.

La méthode de Simpson combinée donne la meilleure approximation en peu d’intervalles suivie de la méthode

du rectangle au centre combinée puis la méthode des trapezes.

Exercice 14 :
Soit f une fonction C1(R,R). On se donne les points {z;}", de subdivision uniforme de I'intervalle [a, b] définis

h—
par x; = a + th avec h = 2~ % Le but de I'exercice est de trouver une formule de quadrature composite pour
m
approcher I’intégrale f; f(z)dx:
1) Ecrire le polynéme P (.) qui interpole f aux points O et 1;
z—1 z—0
L =——=1- t L = =
o(z) 01 x e 1(x) o= °

Donc : Pr(z) = f(0)(1 —z) + f(1)(x) = (f(1) = £(0))z + f(0)
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2) En déduire une formule de quadrature basée sur I’approximation : fol fx)dx ~ fol p(x)dx et étudier le degré de

précision de cette formule de quadrature ;

1 1 1
/0 f()de = /0 Py(2)dz = /0 ((F(1) — F(O)z + F(0))de

mQ]l f() = f(0)

0y = 1 10+ 70
0

+10) =51

3) A l’aide d’un changement de variable affine, déduire une formule de quadrature pour I’intégrale faii“ f(z)dz;
Onpose X = =% (z = x; + (x;41 — x;)X) donc dx = (wj41 — x;)dX

Tit1—T4
Dautrepart: x =z; - X =0etxz = 2,41 — X = 1l donc:

Tit1l 1

/ T faydz = /O P+ @isn — 2)X) (@501 — 35)dX

J@i+ (@ip1 — i) X 0) + f(@i + (wip1 — ;) x 1)
2

1
= (Tis1 —xi)/o f(@i+ (i1 — 23) X)dX = (i1 — i)

f(z) + f(zig)
2
4) En utilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le calcul approché

= (Tit1 — i)

de I’'intégrale ff f(z)dz. Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?
Commengant par répartir 1’intervalle [a, b] en n sous intervalles de méme amplitude : h = b*T“ etx; = a+1h

pourt =0,....,nona:

/ab f(z)dz = /zjl f(x)dx + /: flx)dr + ...+ /:Ll f(x)dx

En utilisant la question précédente pour chaque intégrale et en remarquons que (x;11 — x;) = h = b—T‘l ona:
b .
/ PORYRN (CORY (G (CV R (R RV R
a

b i=n—1
+
/ f(z)dz = hf(;“O) F hf (@) + o+ Bf (Tn) + hf(;””> =h (W + Y f(:ci)>
a =1
On reconnait donc la méthode des trapezes qui est une méthode composite contrairement a la méthode du trapeze
(un) qui est une méthode simple.

2 d

Exercice 15 : On souhaite calculer une valeur approchée de In(2) a partir de la relation In(2) = || % Nous consi-
x

1
dérerons la fonction f définie sur |0, +-o00[ par f(z) = i :
1) Montrer que pour tout (a,b) €]0, +00[x]0, +oo] et pour tout ¢ € [0,1] on a:
flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b) (E)
Ona:
flta+ (1 =1)b) — (tf(a) + (1 — 1) (b))
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ab — (tb(ta + (1 — )b) + (1 — t)(ta + (1 — t)b))
ab(ta+ (1 —t)b)

ab — (t2ab+ t(1 — )b? + t(1 — t)a® + (1 — t)%ab)
ab(ta + (1 —t)b)

2t(1 — t)ab — t(1 — t)(a® + b?) t(1 —t)(b — a)?

flta+ (1 =1)b) — (tf(a) + (1 —1)f (b)) = ab(ta + (1 — t)b) = T wbtat+ (1—0p) =

flta+ (1 =1)b) = (tf(a) + (1 = 1) f(b) =

flta+ (1 —1)b) = (tf(a) + (1 —1)f(b)) =

Donc (E) est vérifiée.

h—
2) Onsuppose0<a<b<+ooetsoitx€[a,b].Montrerqueb xG[O,l];
—a
h—
OnaO<a<betx€[a,b]doncb—:zjz0etb—a>0soitb_xZO.D’autrepart:
b—ux
xZa:>—3:§—a:>()<b—;r§b—a:>b_a§1
Donc : .
-z
0,1
b_a€[7]
3) Soit P;(z) le polyndme d’interpolation pour f aux points a et b Montrer en prenant ¢ = b_J dans (E) que
—a
fz) < Pi(x);
Ona: . .
x— T —a x r—a
L — L = =
ofw) = —— Lile)=3— Piz) = —— fla) + 3 —f(b)
Ona:
P Al N R ek
b—a b—a
et:
flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 -1)f(b)
b—=z xT—a b—=z T—a
<
flo—at = b < y— fla)+3—fb)
ab — ax + bx — ba
( b —a ) < Pi(z) = f(z) < Pi(x)

4) Trouver une approximation de | 12 — en appliquant la méthode des trapezes combinée avec 2 sous-intervalles.

Faire un schéma illustrant le calcul ;

Ona:
2 % ) ) ;
/1 f(:n)da:z/1 f(:v)d;rJr/g f(x)dxg(g_l)f(l)—;—fb) +(2_§)f(2)‘2|-f(2)
2
2 1 1. 17
. f(x)dx:z(1+§+§):ﬂ

[lustration graphique :
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\O.uadrilatére gi: Polygone A, B, D, E\

5) Expliquer pourquoi quel que soit le nombre de sous-intervalles, le nombre trouvé par la méthode des trapezes
combinée fournira toujours une approximation par exces (c’est-a-dire supérieure a la valeur exacte [n(2));
La méthode composite consiste a subdiviser I’intervalle [1, 2] en plusieurs sous-intervalles [x;, z; 1] d’amplitude
h et d’appliquer la méthode du trapéze (un) sur cet intervalle, or on a :

/ T i) < / " @) = / IR )+ T )

Tipl — T Titl — Ti
/:ﬂ f(x)d(z) < f(}:fi) (@ip1(Tigr — @) — %(xz?—i-l —a})) + f(x;;rl) (%( T~ @) ~ (@i — @)
/:h f(z)d(z) < f(;fi) (@i (h) — g(wm )+ L0 h )(Z( Bt + i) = ai(R)

/xm F@)d(x) < fa) @i — 2@ +20)) + F@i) (5 (@i +21) — 22)

9 2
[ 1@ < (s — ap L2 i)
/%H f(z)d(x) < hf(xi) +2f(~"3i+1)

On en déduit que que 1’aire du trapeze déterminée par les points x; et x;41 est supérieure a la valeur exacte de

I’intégrale, le résultat s’obtient par la somme des valeurs sur tous les intervalles.

/f dac—/fdx—i—/fdx—i— +/ f(x

/f( )da <hf(x0)+f($1)+hf($l);f( D) e 1)2”(%)
1

n—1
)= [ J@e < 7o) + ) 423 )
=1
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6) On approche maintenant f 12 — en utilisant la méthode Simpson combinée. Combien de sous-intervalles faut-il
T

utiliser pour commettre une erreur inférieure ou égale 2 1019 ?

Ona: 5 o
_ 2 A N4(4)
v =155 (1) 1)
1 , -1 " 2 —6 24
f(x):; f(x):ﬁ f(x)zg f(3)zﬁ f(4)25

Remarquons que :
fB )| < sup |fD(z)| = 24

z€[1,2]
1 1
E,<24x —(—)*
S 20 1555
il suffit de prendre n tel que :
1 1,41
24 x — (=)A= < 10710
X 130'7) a S 10
Soit :
24 x 1010
>~y
"2\ Tsoxar AT
et:
n =48
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@ SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE —

e —

Goadl 0Ul s ansls
Universté Abdetmoleh Essaodi

SERIE N3 2022 - 2023
Exercice 1 : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

(PO) { /(1) + 10y(t) = 0
y(0) =90 >0

1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

Par séparation des variables, nous avons :

d d
y = —10y = a% =—10y = Y _ q0dt = In(|y|) = =10t + ¢ = |y| = e 1% = ¢ = ke
Yy

—10t

et comme y(0) = yo = ke® = k alors, la solution du (PC) est :

y(t) = yoe "

2. Soit A > 0 un pas de temps donné, on pose ¢, = nh pour n € N (en particulier ¢y = 0) et y,, une approximation
de y(t,,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢,, et ¢, 41 puis en utilisant la méthode du trapeze pour calculer

ftt”“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 1 a partir de y,, ; En intégrant I’équation, nous avons :

tn+1 tn+1 tnt1
/ y/(t)dt = 10 / y()dt = y(tns1) — y(tn) = 10 / y(t)dt
tn tn tn

En appliquant la méthode du trapeze pour approcher I’intégrale su deuxieéme membre, nous obtenons :

(tnt1) + y(tn)
2

Y(tnt1) +y(tn)
2

y(tn—i-l) - y(tn> = _10((tn+1 - tn) ) = _10(hy )) = _5h(y(tn+1) + y<tn))

Finalement, en utilisant I’approximation y(¢;) ~ y; on déduit :

1—-5h

3. Montrer que la suite (yy,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison 7 (en fonction de h). Puis,
Montrer qu’elle vérifie || < 1 pourtouth > 0;Ona:

1—5h
= — =T

sih # é alors r # 0 et la suite (y;, ), est géométrique de raison r = %

En plus, h étant positif,

|1 — 5h

<1
11+ 5]

11— 5h] <|1|+| —5h| =1+ 5h = |1+ 5| = |r| =
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4. Sous quelle condition sur i > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, I’expression de y,, en

fonction de n.

1—5h 1
_ S0 1-5R>0=h< -
"Titsn T = =5

En utilisant les propri€t€s des suites géométriques et en supposant 1 < = ona:

1—5h
1+5h

)n

Yn = Yor" = yo(

5. Soitn*telque: T —h < hn* <T,ona: y, = 90(%)71* etcomme h > 0:

1—-5h
1+ 5h

L .
h = 1+ 5h

=N

1-5h
-1
<G

=N

) ™ < ( )

On utilisant les fonction exponentielle et logarithme, nous obtenons :

1 —5h Z—l_ 1—-5h Z_ 10T
i Gosn)t TmE) Te
Donc,
10T

hm * = e
o T Yo

6. Le schéma progressif d’Euler s’écrit :
Upt1 = Up + hf(t, up) = up + A(—10u,) = (1 — 10h)u,
(un)n est géométrique de raison 1 — 10h et
up = (1 —10h)"yo

Ona:

1
0<h<1—0:>—1<—10h<0:>1—1<1—10h<1

et la suite converge vers 0. la derniére limite est calculée de la méme maniere que précédemment.

Exercice 2 : Considérons le probleme de Cauchy : trouver y : [to, 7] — R tel que

{ y(t) = fty(t), t>t

y(0) = wo
Supposons que I’on ait montré I’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes numériques est
.. . . T-—t
de subdiviser l'intervalle [tg, 7] en m intervalles de longueur h = o _ ti+1 — t;. Pour chaque noeud
m

t; = to + th, (1 < ¢ < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(t;). Rappelons que ’ensemble des
valeurs {yo, Y1, -..., Ym } représente la solution numérique du probleme.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I'intégration de 1’équation diffé-
rentielle y/(t) = f(¢,y(t)) entre t; et ;4o :

y(tisa) — y(ti) = /t by ().

i
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1. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un schéma
numérique explicite permettant de calculer y;49 a partir de y;41 et y;. Notons que ce schéma a besoin de deux
valeurs initiales ; on posera alors yy = y(0) et y; sera approché par une prédiction d’Euler progressive ;

La méthode du point milieu (ou rectangle au milieu) consiste a remplacer la fonction g(t) = f(¢,y(t)) par la

constante g(%52) = g(tiy1) = f(tiv1, y(tiv1)) ~ f(tiv1,yir1) :

tiyo tito Lit2
/ f(t,y(t))dt = / f(tiv1, Yip1)dt = f(ti+17yi+l)/ dt = f(tit1, Yit1)[tiva—ti) = 2hf (tiv1, yig1)
D’ou:

Y(tiva) — y(ti) = 2hf(tiv1,viv1) = y(tiva) = y(ti) + 20 f (tiv1, Yit1) = viva = yi + 20 f (tir1, Yiv1)

Le calcul de y;2 nécessite les deux valeurs y;41 et y;, par conséquent, on doit donner les deux premieres valeurs
de la suite :
yo = y(0) donnée et y; = y&" = yo + hf(to,yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.

2. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un schéma
numérique implicite permettant de calculer y; o a partir de y;41 et y; ; Notons que ce schéma a besoin de deux
valeurs initiales ; on posera alors yp = y(0) et y; sera approché par une prédiction d’Euler progressive ;

Application de la méthode de Simpson avec les trois points : x;, ;41 €t ;42 :

/t. T py)de = % f (i y(ti)) + 4f (tivr, y(tirn) + f(iv2, y(tis2))]

Ona:tipo —t; =2het f(t;,y(t;)) ~ f(t,y))
d’ou: h
Viv2 = Yi = 5 [f(tisyi) +4f (tit1, yiv1) + f(tiv2, Yivo)]

h
Yitr = Yi + 5 [t vi) +4f (tiv1, Yirr) + f(tiv2, Yit2)]

3
Le calcul de y;2 nécessite les deux valeurs y;41 et y;, par conséquent, on doit donner les deux premieres valeurs
de la suite :

yo = y(0) donnée et y1 = y& = yo + hf(to,yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.

Remarquons que y;42 figure aussi dans le second membre, donc la méthode est implicite (nécessite un calcul

supplémentaire pour isoler et calculer ;.

3. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.
Pour obtenir une méthode explicite, il suffit de remplacer, dans le second membre, y;12 par une expression équi-
valente (par exemple, en utilisant la méthode explicite d’Euler) : y; 12 = yi]er = Yi+1 + hf(tit,yit1) dou:

h
Yivo = Yi + 3 Lf(ti, yi) +4f (tiv1, yir1) + f(tive, yirr + hf (i, yigr1))]
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Exercice 3 : On considere le probleme de Cauchy sur 'intervalle [0, 10], définie par :

(t) = —y(t), t>0

¥
y(0) =1

e exacte : La fonction y(t) = e~ Pour chaque méthode numérique, il faut construire la table des valeurs (t;, ;) :
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5 = n =4ety;,1 = (—1,5)",i=0,1, ...

) 1 2 3 4
t; 10| 2,5 5 7,5 10
yi | 1] -1,5]2,25 | —3,375 | 5,0625
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 0.5 = n =20 et y; 11 = (0,5)"tL,i =0,1,...
1 |0] 1 2 3 4 5 6 7 8
t1olos| 1 | 1,5 2 2,5 3 3,5 4
Y, |1]0,5]0,25 0,125 | 0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | 0,0078125 | 0,00390625
9 10 11 12 13
4,5 5 5,5 6 6,5
0,001953125 | 0,001953125 | 0,0009765625 | 0,00048828125 | 0,0001220703125
14 15 16 17
7 7.5 8 8,5
0,00006103515625 | 0,000030517578125 | 0,0000152587890625 | 0,00000762939453125
18 19 20
9 9,5 10
0,000003814697265625 | 0,0000019073486328125 | 0,00000095367431640625
npEL -

nnnnnnn

(«
5)
2.5,1.5)
(

€=01,025)
€2=(4.99,2.25)
D=(15,043)

=

[o I

e l

©) % O B 20

La courbe représente la solution exacte, les points A, B2, C'2,.... 1a solution approchée avec n = 4 et les points

A, B, C,... 1a solution approchée avec n = 20.

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN

2022-2023



CHAPITRE 2 TRAVAUX DIRIGES - SOLUTIONS 62

Exercice 4 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste a utiliser le
calcul numérique de la dérivée et de 1’utiliser pour approcher y/(¢;). Soit f une fonction supposée derivable sur un
intervalle [a, b] et (;)i=0,....» une subdivision de [a, b] en n sous intervalles de méme amplitude i = bfT“, une valeur

approché de f’(x;) peut étre donnée par 'une des trois formules :

f(ziv1) — f(x)
h
f(xi) — f(wi1)
h

Dy : folxi) =

Dg : f;(l’z) =

1) Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

flz) 2 4 8 16 32

a. Calculer, de deux manires différentes, une valeur approchée de f’(3),

7(3) = f'(2) = fy(3) = L) . flaz) _ f(4) - /) 8 —4_,

F1(3) = f(as) ~ f1(3) = 12 - fx1) _ fB3) - /@) 412 ,

b. Sachant que f est définie par f(x) = 2%, calculer f'(3),

fl@)=2"=e"2 = f(z) =In2e"M2 =222 = f/(3) =232~ 4,23
2) On considere le probleme de Cauchy suivant :
o [ VO =Fty®) teo,T)
(P)
y(0) = wo

Soit (t;)i=0,...,» une subdivision de [0,7] avec t; = 0 + i(%), une solution approchée {yo,y1,...,yn} du

probleme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :

a. Ecrire 1’équation différentielle pour t = t; puis utiliser D; pour reformuler 1’équation différentielle en une
relation entre y(¢;4+1) et y(t;);

Ona:
Y(tit1) — y(t;
(t) = Fty(t)) = LTI gy oy = g + hfp(e)
b. En utilisant I’approximation y; ~ y(¢;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite méthode d’Euler
explicite) ;
Ona:

Y(tiv1) = y(ti) + hf(ti, y(ti)) = yir1) = vi + hf(ti, vi)

c. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition Ds au lieu de D1 ;

y(6) = F(tute) = DI sy 0) 5 yt6) = ylteo) + s )
Donc :

Yi = Yi—1 + hf(ti, i) = vig1 = vi + hf(tiv1, yiv1)
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3) On considere le probleme de Cauchy suivant :

(P){ y'(t)=1+yt) telo,1]
y(0)=0

Montrer que ce probleme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette solution.

Il s’agit d’un probleme de Cauchy avec f(t,y) =1+ yetona:

|f(t,y1) — f(tye) = 14+ y1 — (1 +y2)| = |y1 — w2l

Donc f est Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable et le probleme de Cauchy admet une solution
unique.
Equation différentielle linéaire du ler ordre : /() — y(t) = 0 = y(t) = Ke' y(t) = —1 est une solution

particuliere, donc : y(t) = ke' — 1 et comme y(0) = 0 alors k¥ = 1 donc :
y(t) =e' -1

2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler explicite ou
progressive avec h = 0.1.

Vi Vi _ ey . Po_ . P _
#_f(tzayz)éyﬂ-l _yl+hf(tzvyz ) pour 7 = 1a27"'
1o donnée,

avec
h=0.1, f(t,y) =1+y, etyo =0
Soit :
yb = yF +01(1+4]) = 0.1+ L1y! avec y§ = y(0) = 0eti =0,1,..., 10
- Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler implicite avec
h = 0.1. Notons qu’une valeur approchée de y(t;) = y(ih) = yI’ = 0.1 + 1.1y7, pouri = 1,...,10 donc :

y(0.1) = y(t1) ~yP =0.1+1.1x0=0.1,9(0.2) = y(t2) ~y¥ =01+ 1.1 xyf =0.1+1.1x0.1 = 0.21,....
Schéma d’Euler retrograde ou implicite :

R _yR ,

Yol = f(tiy1,yir1) = vl = yi + hf(tig1, ylty)  pouri=0,1,2, ...
4o donnée,

avec: h=0.1, f(t,y) =14y, etyp=0

Soit :

1 10 .
yﬁrl = yl-R +0.1(1 + yfrl) =01+ yZR + O.lyf|r1 = yﬁrl =9 + jle avec y{f =y(0)=0eti=0,1,...

Notons qu’une Valeur approchée de y(t;) = y(ih)
y(0.1) = yft = 5+ Fui’ = 5.5(0.2) = y(ta) ~

=&+ Pyl pouri =1,..,10 donc :

1
y 9 -1
il =g~ 028

Sl
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4. Comparer les erreurs d’approximation des deux méthodes.

Il faut comparer I’erreur (la différence) entre la valeur exacte et les valeurs approchées, on peut utiliser le tableau

suivant :

i 0 1 2 3 4 5 9 |10
17} 0 0.1 0.2 03104105 09| 1
Valeur exacte y(t;) =efi —1 | 0 | €% —1~0.105 | "2 —1 ~0.221
Valeur approchée explicite yiP 0 0.1 0.21
Valeur approchée implicite y/ | 0 % ~(0.111 0.23
Erreur Ep = |y(t;) — y? 0 0.005 0.011
Erreur Eg = |y(t;) —yff| |0 0.006 0.009

Equipe pédagogique : MM. Ferrahi et Hjiaj

Ressources pédagogiques disponibles sur Moodle et sur le site : www.ferrahi.ma
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