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SMC3 - M20 : MATHEMATIQUES POUR LA CHIMIE
SERIE N” 3 —— CORRECTION

Exercice 1 : Etudions la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions sui-
vantes :
Convergence simple sur [a, b] : Etude de la limite de la suite (f,,()),, en calculant lim,,_, . f,, () en
fonction de x et de 'intervalle [a, b] (x joue le role d’un paramétre).
Convergence uniforme sur [a, ] : Etude de la limite de la suite ((supgefay

fu(@) = f(2))n

- fo(x) = 2™ sur RT
Convergence simple : f,,(z) est une suite géométrique de raison z :
e 0 < x < 1 la suite géométrique converge vers 0 : lim,,,  fn(2z) =0
e © = 1 la suite est constante et prend la valeur 1 : lim,, 1, f,(1) =1
e r > 1 la suite diverge.
La suite de fonctions f,,(z) diverge sur R* mais converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f
définie par :
fx)=0 0<z<l1
{ f(1)=1
Convergence uniforme, on peut utiliser I’une des méthodes suivantes :
la premiere consiste a utiliser la réciproque de la propriété fondamentale suivante :

.) sont continues pour tout n .
{ Inl) P = f est continue

la convergence est uniforme vers f
Cette réciproque se formule comme suit :

.) sont continues pour tout n .
{ f"( ) p = f la convergence n’est pas uniforme vers f

f n’est pas continue

les f,(.) sont continues et f n’est pas continue (car lim,,; f,(x) = 0 # f(1) = 1), alors la
convergence n’est pas uniforme.

La deuxieme méthode consiste a montrer que lim,,_, o SUPycfa)|fn(z) — f(2)| > 0 et utilisant
la majoration suivante (avec un bon choix de zy en fonction de n)

SuPgefab)|fn(x) = f(2)] > | fulxo) — f(0)| pour tout z € [a,b] et zy € [a, b]

Pour zp=1—1 €[0,1]ona:

1 L _logl—1)
Supxe[o,lﬂfn(x) _ f(;p)| > |fn(:r0) — f(:L‘o)| = |<1 - E)” _ 0| _ pnlog(1=3) _ ¢ -
| 1 . log(1 + X)
ngrgoosupxe[o,lﬂfn(l") —fl@)| >t = B > 0 car ){'@(}T =1

Donc, la convergence vers f n’est pas uniforme.
- falz) = 2™(1 — z) sur R
2™ est une suite géométrique de raison x :
ez >1:2" = 400, fu(x) = —oo et la suite de fonctions diverge.
e =1: f,(1) = 0etla suite de fonctions converge vers f(1) =0



o0 <z <1:2"— 0etlasuite de fonctions converge vers f(z) =0

Donc, la suite de fonctions f,,(x) diverge sur R™ et converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

f(x)=0.
Pour x € [0, 1], on pose : g(z) = |fu(z) — f(z)] = |2™(1 — z)| = 2™(1 — x)

Jd@)=nz" (1 —z)—2"=2"""n— (n+ 1))

etg'(z) > 0 pour z < 25 < 1 donc g est croissante sur [0, -] et décroissante sur [, 1] on en
déduit :
n n n 1 loa( 2 1 n+1
- n — = = n 1 — = nog(n+1 = — _nlOg(T)
supscionlfal) — f(2)] = g(=1) = (o)1= ) = e e
Soit
1 _log(1+1)
1 .
supaco)|fu(@) — fl@) = = 7w et Im supacolfalz) — f(2)] =0

Dong, la suite de fonctions f,,(x) converge uniformément vers f sur [0, 1].

- folz) = —’f_e;; sur R**
Ona:
. . (—nx)el="®) . ¥
lim f,(z)= lim ——————— =0carz >0et lim Xe* =0
n—-+o0 n—+00 1—e2 n——oo

Donc, la suite de fonctions converge simplement vers la fonction f(z) = 0 sur R™™.
D’autre part :

suppsol o) = )] 2 a0 = 2 =

Lorsque n — 400, —% — 07, la fonction exponentielle est croissante donc e~w — 1 et:
o1
lm  supyso|fn(x) — f(x)] > lim - = +00

n—-+00 n—+00 ] — e n

Donc, la suite de fonctions f,(x) ne converge pas uniformément vers la fonction f(z) = 0 sur
R**,

_ _ log(l4+na) 4
fn(x) o) sur R* et [a, +oo[a > 0
Le calcul de 1a limite n — 400 donne la forme indéterminée %, on peut écrire :

log((1+nz)%)*  4log(1+na)t _ 4(1 + na)i 4
_ log((1+na)3)*  4log( +nf>4 < ( —|—n:c)14 — - — 0(car logU < U)
(14 nx) (14 nx)2 (1+nx)2  (1+nx)i

Donc, la suite de fonction f,,(z) converge simplement vers la fonction f(z) = 0 sur [0, +-00].
La convergence uniforme sur [a, +0o[. On alog(1 4+ nz) > Oet:

4 4
(@) = f(2)| = fulz) < 5 o) < Tona)!

()

carz>a=1+nzx>1+na= (1+nz)i > (1+na)i = ——+ < 1
(14+nx)4 (14na)4
On en déduit :

4
Sup:ce[a,+oo[|fn(x) - f(CL’)| < T 0
(14 na)s

Donc, la suite de fonctions f,(x) converge uniformément vers f(z) = 0 sur [a, +00], tandis que
sur [0, +o0o[, ona:

log(1 + nt
SUPgefo,+o0l| fn(T) — f(2)] > ’fn(%) _ f(%)l _ og(l+n) _ log(2)

(1 —|—n%) V2



Donc :

Hm  supeefo+oof| fn(z) — f(2)] = 1055/(2_2)

n—-+o0o

La limite ne peut pas étre égale a 0 et la convergence n’est pas uniforme sur [0, +00].

fulz) = % sur [0, 1], ona:

: . onet . .
lim f,(x)= lim = e " car f,(z) est une fonction rationnelle en n
n—-4o00 n—-400 n

La suite de fonction f,,(x) converge simplement vers f(x) = e~* sur [0, 1]. Pour la convergence
uniforme, on a :

ne~* + z? x? —ze™® rlx—e™™) x| +]e | 1

— = 7% = = < < —
ale) — )] = [P e o Tty e e D) e T
car0<r<1=-1<-2<0=le? <let0 < |z Sldonc%ﬁ%:%Onen
déduit : .

) B < T L
nggloo Supxe[o,l}lfn(x) f(ZE)| = nEIJPoon 0

Soit

lim Sup;re[[],l”fn(x) - f(ZE)| =0

n—-+o0o
La suite de fonctions f,,(z) converge uniformément vers f.
fu(z) = m sur [0,1],on a:

nl_lgloo fulz) = L fn(z)est une fonction rationnelle en n
La suite de fonction f,,(z) converge simplement vers f(z) = m—}rl sur [0, 1]. Pour la convergence
uniforme, on a :
n 1 1 1
|fn(2) = f(2)] = | | = <

l+n(z+1) z+1" (@+D)A+nz+1) " n+l

car :
Il=1<z+1<2etn+1<1+n(z+1l)<142n=n+1<(z+1)(1+n(z+1)) <4n+2

Donc :

. ) 1
lim supyepoqy|f(z) — f(z)] < lim =0

n—+o00 n—+oomn + 1 n
La suite de fonctions f,,(z) converge uniformément vers f.
falz) = Z=sur [0, 1]
-siz #Oonalim, o fu(z) = lim, 1 22 = 1 car f,(z) est une fonction rationnelle en n
-pourz = 0,0ona f,(x) =0etlim, o fu(z) =0
Donc, la suite de fonctions f,,(z) converge sur [0, 1] vers la fonction f définie par :

f(x)=1 six #0
£(0)=0

La fonction f n’est pas continue (les f,,(.) sont continues) alors la convergence n’est pas uniforme
sur [0, 1].

folz) = m sur R

Ona f,(z) = (75z)" est une suite géométrique de raison
-Siz #0,0na |5 < Letlim, o fu(z) =0
-Pourz =0,0na f,(x) = Lletlim, , o fu(z) =1
Donc, la suite de fonctions f,,(z) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

f(x)=0 siz #0
f(0)=1

_1_
1+22




La fonction f n’est pas continue (les f,,(.) sont continues) alors la convergence n’est pas uniforme
sur R.
Exercice 2 : Soit f,(z) la suite des fonctions telle que f,,(z) = z(1 — z)"

- Montrons que ( f,,), converge simplement sur [0, 2[;
On a (1 — x)™ est une suite géométrique de raison 1 —z etz € [0,2[= 1 —x €] —1,1], onen
déduit :
-2 €)0,2[= 1—x €] — 1,1[donc lim,, 4 oo (1 — )" = 0 et lim,, o0 frn(z) =0
-Pour z =0,0na f,(0) =0etlim, , o f,(0) =0
Donc la suite de fonctions f,,(z) converge simplement sur [0, 2] vers f(z) = 0.
Remarque : La suite de fonctions f,(x) ne converge pas uniformément, en effet :

1 1 1 1
" — > 2——)—2—)|=|fu(2—— =2— - , 2
s 1ale) = @I 217 =) = = Dl =1 - Dl arn =2 € 0,2
Or,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2— ) =2—-—)(1-2—))=|2—) -1+ =|2—=)(-D)"(1—)* =(2—=)(1—=)"
2= 2) = 12=2) (1= @= )| = 2= —)(=1+2)"] = [@= ) (1" (1==)" = 2=-)(1-~)
et
1 s 1, -l
sup |fu(z) = fz)] = (2— )" = (2— —)e &
z€[0,2] n n
Finalement :
7103(1*%) 2
> _— 7% = _1:—
ngg;xgﬁgJﬁx z) = fz)l 2 lim (2-—)e 2e” =->0

- Montrons que la série de terme général (f,),, converge simplement mais pas uniformément sur
[0, 2[;
Etudions la série, des sommes partielles, définie par :

= ) = Sl =1 = I
k=0 k=0 k=0 1-(1-2)

En calculant la somme des termes de la suite géométrique de raison (1 — z) (pour = # 0). Donc :
o1 €]0,2[=1—x¢€]—1,1[donc lim, ,, (1 — )" = 0etlim, ., Sp(z) =1
e Pour x =0,0na f,(x) =0, 5,(0) =0etlim, , ., 5,(0)=0
La série de fonctions de terme général f,(x) converge simplement sur [0, 2[ vers la fonction f
définie par :
fx)=1 =#0
{ £(0)=0
Les fonctions f,,(x) sont continues, la fonction f n’est pas contenue alors la convergence n’est
pas uniforme (en utilisant le théoréme fondamental relatif aux séries de fonctions et non pas le
théoreme relatif aux suites de fonctions utilisé précédemment).
- Calculons : >0 01 fo(x)dz
Sur [0, 1] 1a série de fonctions converge simplement vers :

fx)=1 40
£(0)=0

La convergence n’est pas uniforme sur I’intervalle d’intégration, nous ne pouvons pas utili-
ser le théoréme fondamental pour échanger > et [ :

f / () / 1§fn(x)dx



En utilisons une intégration par parties, calculons d’abord :

! G B 26 s anh S B o oL @2t
/Ofn(x)dx—/ox(l—x) dx—[ —— L—i_”‘f'l/o(l_x) +1dx——n+1{ 2 L

Soit
1
1 1 1
n(x)dr = = —
/0f<> m+1)(n+2) n+l1 n+2
Puis, on a;
k=n 1 k=n 1 1 1
Sn(z) = dr = ———)=1-
(@ =2 Ofk($)$ Z<k+1 ) n+ 2
k=0 k=0
Finalement :
+oo 1 1
nZ:O/O fn(l’)dl’ - nggloo Sn(:L’) - nginoo(l B n + 2) =1
Alors que fol T fu(w)dz nest pas définie (car la fonction f(x) = Y% f,(z) n’est pas conti-

nue sur [0, 1]).

Exercice 3 : Soit f,(z) la suite des fonctions telle que f,(z) = e " sin(na?) + /1 — 22 :
- Montrons que f,,(z) converge simplement vers une fonction f(x) sur [—1,1];
-Six #0,ona:

le " sin(na?)] < €™ =100 0

Donc :

lim f,(z) =vV1—22= f(x)

n——+oo )
-Pour x = Oona f,(0) = 1 = f(0) et la suite de fonctions f,(x) converge simplement sur
[—1, 1] vers la fonction définie par f(z) = v/1 — a2
- Montrons que pour tout 0 < a < 1, f,,(z) converge uniformément vers f(z) sur [a, 1] ;
Ona:

|fo(z) = f(2)] = |e ™ sin(na?)| < e ™ < e carz > a = —na® < —na® et ¢® croissante

Donc :
lim sup |fu(z) — f(z)] < lim e ™ =0
n—-+oo z€a,1] n—-+00
La suite de fonctions f,,(z) converge uniformément vers f(z) sur [a, 1].
- Montrons que sur [0, 1], f,,(x) ne converge pas uniformément vers f(x).
Ici nous ne pouvons pas utiliser le réciproque du théoreme fondamental (car f est continue).

Ona:
. . 1 Lo . _ sin(1)
nl—lg-looxsel[t%} | fu(z) — f(2)] > nl_lgloo |fn(ﬁ) - f(%ﬂ = [e” sin(1)[ = P 0

La suite de fonctions f,,(z) ne converge pas uniformément vers f(z) sur [0, 1].
Exercice 4 : Etudions la convergence des séries de terme général donné par :
Remarque : L’étude des séries de fonctions peut se faire a deux niveau :
- Etude de la convergence en utilisant les différents types de convergences et les criteres associées
(surtout ceux relatifs aux séries numériques),
- Calcul de la limite (ou somme) on utilisant la suite des fonctions des sommes partielles ou des

méthodes de simplification.



o fu(x) = ) sur Rt
fn(z) est le terme général d’une série alternée (=1)"U, avec U, = —— une suite dépendant du
parametre z. On a U, est décroissante ( +1 = < +x) et converge vers O. Donc, d’apres le théo-
réme fondamental sur les séries alternées, la série de terme général f,,(z) converge simplement.
D’autre part :

1 . . .
~ — série de Reimann divergente
n+x n

()] =

Alors, la série de terme général f, () n’est pas absolument convergente et par conséquent, il ne
converge pas normalement.
Nous ne pouvons rien déduire par rapport a la convergence uniforme car nous ne disposons pas

de la somme Zo fn(z) pour étudier cette convergence en utilisant la définition.
[ fn( ) = m SurR+*
Comme z # 0, on a fo(r) ~ == = -5 lorsque n est au voisinage de +oc. Comme la série

de terme general est une série de Relmann convergente (o = 2) alors la série de terme général
fn(x) converge 51mp1ement.

D’autre part, pour = € [a, +oo[,on a :

1 1

n+n2x2 = n+ n2a?

r>a=n+n*r?>n+ndetf,(z) =

La série de terme général a,, = — — — est équivalente a la série de Reimann convergente
On en déduit que la série de terme général f,, (=) est normalement convergente et par consequent
uniformément convergente.
Remarque : Le série ne converge pas uniformément sur [0, +00].

o fu(r) =xe ™ sur R"

-Siz#0,0ona:
k’!l k:’n, k:’n,
1 o (e—x>n+1
_ —kz _ —z\k _ —z\k _
=Y et = Y a(e = e (e =
k=0 k=0 k=0
et
lim Sn(x):Lcarx>O:>O<e_x<1
n—+00 1 —e=

-Pourz =0, f,(0) = 0 et S,,(z) = 0. Donc, la série de terme général f,,(x) converge simplement
sur R vers la fonction f définie par :

{ﬂ@Zlixx%O
£(0)=0

D’autre part, nous avons :
lim f(z)= lim ' lim ——17&f( )(careV — 1~ U)

z—0t z—0t 1 —e™® z—0t e~ % — 1

Donc, f n’est pas continue et la convergence n’est pas uniforme.

o f.(z)=a*sur[0,1[et[0,a] aveca € [0,1]
Ona f,(z) = 2*" = (2*)" une suite géométrique de raison 2% et x € [0, 1[= 2 € [0, 1] et

ZM s _ L= (@™
Sn<l'> = (fL’ ) = W avec r° € [O, ]_[
k=0
d’ou:
+oo 1
Nk _ 7 o _
E (x%)" = nl_lgloos n(z) T2

k=0



La série de fonctions de terme général f,,(z) converge simplement sur [0, 1] vers S(z) =
Convergence [0, a] aveca € [0,1[.Ona:

1—z2°

|fn(2)] = [(#3)"] < (a*)" comme |a?| < 1 la série numérique de terme général (a*)" est convergente.

On en déduit que la série de fonctions de terme général f,,(x) est normalement convergente et pas
par conséquent uniformément convergente.

o fu(x) = %m sur [0, +00] et [a, +00] avec a > 0
Pour z, fixée dans [0, +00[, On a:

—NTO
b 1 ) = S0

=0
n—-+00 " log(n+ 1)

D’apres la régle de Reimann (o = 2) la série numérique de terme général (f,,(x)) converge et
donc la série de fonctions de terme général f,(x) converge simplement.
Pour z dans [a, +o0o[,on a:

—na —na

et lim

< e =
[fn(z)] < log(n + 1) nstoo log(n + 1)

Donc la série numérique de terme général converge (Regle de Reimann avec o = 2) et

log(n+1)
par conséquent la série de fonctions de terme général converge normalement sur [a, +00] ( et aussi

uniformément).
o fu(x) = n;”—jﬂ sur [0, +-00|

Donc, la série de fonctions de terme général f,,(z) simplement. Pour x € [0,a[, on a:

2
|fn(x)] < % série numérique de Reimann convergente (o = 2)

On en déduit que la série de fonctions de terme général est normalement (et aussi uniformément)
convergente sur tout intervalle [0, a[ avec a > 0.
Exercice 5 : Les fonctions suivantes sont-elles bien définies :
Il s’agit d’étudier la convergence de la série de terme général f,,(z) et déduire que la fonction f(x) =
) fa(x) est bien définie si la série est convergente.
¢ 1) = DI s = T fala) surR

n=1 n2+x2
Pour = € R fixée et n au voisinage de +ocoona:
LUQ
fn(r) ~ —; série numérique de Reimann convergente (o = 2)
n

Donc, la série de fonctions de terme général f, () est convergente et la somme f(x) est bien

définie.
o] e_zf *
o flz) =310 % fa(2) sur RY
Pour z € R fixée et comme eU >Uona:
1 1 1 1 1 1 1

fol(x) = s < P = 5= série numérique de Reimann convergente o = 3 > 1
Donc, la série de fonctions de terme général f, () est convergente et la somme f(x) est bien
définie.

o flx) =5 (=) g sur R
Pour x € R fixée, la série de terme général f,(x) est une série alternée avec 2 4n

décroit vers 0.

Dong, la série de fonctions de terme général f,(x) est convergente et la somme f(z) est bien

définie.

positive et



+ +
. f(fE) = nz (1’2—fn2)2 = nz n(ﬂf) sur [—1, 1]
Pour x € [—1, 1] fixée et n au voisinage de +oo, on a:
x 1 » L. :
—5 5 ~ T—; une série numérique de Reimann convergente n = 4
(22 +n?) n

Donc, la série de fonctions de terme général f,(z) est convergente et la somme f(x) est bien
définie.
Exercice 6 : Soit f,(x) la suite des fonctions telle que f,(z) = 7=
- Etudions la convergence simple de la série de fonctions de terme général f,(x) sur | — 1,1];
Pour = €] — 1, 1], la série numérique de terme général f,,(x) est telle que :

lim f,(x)=1car|z|<let lim 2" =0
n—-4o00 n—400

S _ 1
Siz=1,0na f,(x) = 35
pour tout  €]—1, 1] fixée, la suite f,,(x) ne converge pas vers 0, d’aprés la condition nécessaire de
convergence des séries numériques, la série numérique » _ f,, () ne converge pas et par conséquent
la série de fonctions de terme général f,, () ne converge pas sur | — 1, 1]

- Etudions la convergence simple de la série de fonctions de terme général f, () sur [a, b] tel que

1 <a<b;
- Est ce que cette série converge normalement ? uniformément ?
Ona:
a<leta<z<b=1+d"<1+2"<1+0b"et < fulz) < L §i:(—)"
1+ b 1+a™ = an a

ful@)| < (é)n pour tout € [a, }]

La série numérique de terme général u,, = (%)” est une série géométrique qui converge (de raison
0 < % < 1). On en déduit que la série de de terme général f,(x) est normalement (et donc
uniformément et simplement) convergente sur [a, b] tel que a > 1

- Est ce que la somme (ou limite) de cette série est continue ?
Les fonctions f,,(x) sont continues sur [a, b] (fonctions rationnelles) et la convergence est uniforme
donc la limite (ou la somme) est continue.

Exercice 7 : Soit la série de fonction Y f, tel que :

sin(nx)
fa(x) = 5
- Etudions la convergence de > f,,;
Ona:
sin(nx) 1 . (. .
| f(2)| = |[——5—| < —; série numérique de Reimann convergente o = 3 > 1
n n

La série de fonctions de terme général f,(z) est normalement (et par conséquent uniformément
et simplement) convergente.

- Montrons que f(z) = ) ., fu(x) est continue ; Les fonctions f,(x) sont continues (car sin est
continues) et la convergence est uniforme donc la limite (ou la somme) f(z) = > | f.(z) est
continue. -

- Montrons que :

JRECEED S TRER

Les fonctions f,(z) sont continues et les la convergence uniforme, d’aprées le théoreme fonda-
mental, nous pouvons échanger »_ et .



/wa

x)dxz/wffn dx—Z/ falw dw—Z/ Sinir :ii{%(m)}::f%

n=1

Donc :
—+o00

| e =32 - -1

- Montrons que :

, X cos(nx)
Ve € R, f'(z) = Z

2
n=1 n
Ona: (ne) (nz)
, . cos{nr . cos\nx
fn('x) =n n3 - n2
et

Cos( x)

1
| < — série numérique de Reimann convergente v = 2 > 1
n?

(@) = |

La série de fonctlons de terme général f/ (x) est normalement (et par conséquent uniformément et
simplement) convergente (vers g(z) = > <72 cos(nz)y ‘D’ autre part, la série de fonctions de terme

général f,(z) converge vers f. Le théoreme fondamental, nous permit de déduire que :

F(a) = gla) = 3 )

n

n=1

/ Z cos(n _ ; sing:g)

La série de fonctions de terme général f/ () est uniformément convergente (vers Y 2] < ”x))
Donc :

- Montrons que :

™

R cos(nx)d _+OO %cos(nx)d _+OO sin(nx)] 2 _+O° sin(nf)
D T Al




