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CORRECTION

o Exercice 1: Pour chaque ensemble muni de loi de composition précisée, on a
- (N, +): N’est pas un groupe car 2, par exemple, n’a pas de symétrique pour la somme (habituelle-
ment appelé opposé). Si x est le symétrique de 2 alors: x +2 =24+ =0= 2= -2 ¢ N;
- (Z,+): est un groupe car:
-: La loi est interne car la somme de deux entiers relatifs est un entier relatif,
-: Laloi + est associative: (n+m)+p=n+ (m+p)=n-+m+p;
-: 0 € Z est I’élément neutre de la loi +;
-: Tout élément n € Z admet un symétrique: n + (—n) = 0;
- (Z, x): N’est pas un groupe car 0 n’est pas de symétrique pour le produit (habituellement
appelé inverse);
- (Z\{0}, x): N’est pas un groupe car 2, par exemple, n’a pas de symétrique pour le produit
(habituellement appelé inverse). Si x est le symétrique de 2 alors: t X 2 =2 Xz =1=— 2 =
) 2
- (R\{0}, x): est un groupe,
-: La loi est interne: le produit de deux nombres réels non nuls est non nul;
-: Laloi est associative, (z X y) X 2 =2 X (y X 2) = X Yy X 2;
-: lestl’élément neutredelaloi: x X1 =1 Xz = z;

-: Chaque élément x admet un symétrique: t X y =y x z =1 =y = 1

T

e Exercice 2: Soit fap : R — R1lafonction définie par: f,;(x) = ax+b. Montrons que I’ensemble

2%

F = {fasla € R,b € R} muni de la composition des applications ’o” est un groupe non commu-
tatif:

-: Soient f,; et f. 4 deux éléments de F et g = f,p 0 fea: Ona:
9(x) = faplfed(®)] = faplcx +d) = a(cx +d) + b = acx + ad + b = (ac)x + (ad + b) = f(ac),(ad+b) ()
donc: g = fac),(ad+v) € F estlaloi est interne;
-2 On a:
(fa,b © fc,d) o fa/,b/ = f(ac),(ad+b) o fa/,b/ = f(aca’),(acb’+ad+b)
et:
fa,b © (fc,d © fa/,b/) = fa,b © (f(ca’),(cb’+d)) = f(aca’),(acb’+ad+b)
et la loi est associative

(ftl,b © fc,d) © fa’,b’ = fa,b o (fC,d © fa’,b’) = f(aca’),(acb’+ad+b)
-2 On a:
fa,b © fl,O = f(ax1)7(a><0+b) - fa,b



et
fr00 fap = flixa),axb+0) = fap
donc f1 € F est’élément neutre;
-2 Soit f,, € F, fcq estle symétrique de f, si:

1 —b
fa,bofc,d: f(ac),(ad+b) :fl,() —ac=1letad+b=0=c= aetd: 7
et:
1 1 —b
fed© fap = flea)(evta) = fro=>ca=1letcb+d=0=c=—-etd=—cb=—-b=—
a a a

Donc, si a # 0, le symétrique de f,p est f1 o € F

Remarque: 11 faut rectifier 7 comme suit: F = {f,;|a € R*, b € R} pour que (F, o) soit un
groupe.
On a:
Ji10 fa2 = fazet fapo fi1 = fau
Donc (F, o) est un groupe con commutatif.
¢ Exercice 3: On considere la loi  définie sur R par a x b = a + b — ab.

- Vérifiant que la loi x est interne sur R;
Le produit, la somme et la soustraction sont des lois internes dans R, si a et b sont deux réels
alors ab, a + bet (a + b) — ab € R. Donc la loi x est interne;

- Vérifiant que la loi * est associative sur R:

(axb)*xc = (a+b—ab)xc = a+b—ab+c—(a+b—ab)c = a+b—ab+c—(act+bc—abe) = a+b+c—ab—ac—bc+abe
et
ax(bxc) = ax(b+c—bc) = a+b+c—bc—a(b+c—bc) = a+b+c—bc—ab—ac+abe = a+b+c—ab—ac—bc+abe

Donc a * (b* ¢) = (axb) x c et x est associative;
- Montrons que x a un élément neutre sur R.
Si e est un élément de * alors:
axe=a=>a+e—ae=a=¢e(l—a)=0=e=0sia#1;
exa=a=et+a—ea=a=¢e(l—a)=0=e=0sia#1;
Ona: 0xa = a*0 = a pour tout a € R donc 0 est un élément neutre de *.
Si €’ est un autre élément neutre alors ¢ x0 =0 = ¢/’ +0—¢' x0 = 0 = ¢’ = 0 et I’élément
neutre est unique.
- Vérifiant si tout ¢ € R admet un symétrique: Soit b le symétrique de a, alors:
axb=a+b—ab=0=a+b(l-a)=0=b="5sil—a#0.
En particulier, si b est le symétriquede L alors 1 xb=0=14+b—-1xb=0=1=0ce
qui est impossible et 1 n’a pas de symétrique et (R, x) n’est pas un groupe.
e Exercice 4: Soit M, = {( CCL Z
- Montrons que (M, +) est un groupe Abélien:
-: La somme de deux matrices carrées de dimension deux est encore une matrice carrée de

) la,b,c,d € ]R} I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

dimension deux est la loi + est interne sur Ms;
-: L’addition matricielle est généralement associative:

a b + / b/ + a// b/l B a _l' a/ _|_ al/ b+ b/ _|_ b//
c d C/ d/ C// d// - c _|_ C/ ‘I‘ C// d ‘l‘ d/ + d//

et

a b N CL/ b/ N (l” b// B a+a’+a” b+b/+b”
c d C/ d/ C// d// - c+ C/ + C” d + d/ + d//

s}



-: La matrice nulle est I’élément neutre de 1’addition matricielle:

(o) omy=(om) (e h)=(oh)

-: Existence du symétrique, on a:

(e (=)= -(0 )

o a b —a —b
Donc le symétrique de ( e d ) et ( —¢ —d )

-: Ona

a b n a b\ _ (d UV . a b\ [(a+d b+
c d d d ) \d d c d) \ e+ d+d

Donc (M3, +) est un groupe Abélien.
- Donnons un exemple d’une matrice M € M, telle que DetM = 0.
11
Soit My = < 11 ) Ona: DetMy=1x1—-1x1=0.
- Lamatrice M, € (Ma, x) et My n’admet pas de symétrique pour le produit (appelé habituelle-
ment inverse) car de déterminant nul. On en déduit que (M5, X ) n’est pas un groupe;
- Soit M} = {M € My|DetM = ad — bc # 0}, Montrons que (M3, X ) est un groupe:
: Le produit de deux matrices carrées de dimensions deux est encore une matrice carrée de
dimension deux et en plus:

Det(A x B) = DetA x DetB #0Si Aet B € M,

Donc la loi x est interne sur M;
-: Le produit de matrices est en général associatif: (A x B) x C' = A x (B x C);

1
-+ Onaly,= ( 0 ?) € My car Detly = 1.

Laloi x admet [, comme élément neutre sur M.

-: Soit A € My alors DetA # 0 et A admet une matrice inverse A~ telle que A x A~ =
A7l x A = I, or A™! est une matrice carrée de dimension deux et en plus A~! est
inversible avec (A71)~! = A ce que implique que A~' € M. On en déduit que tout
élément de M, admet un symétrique (matrice inverse).

(29)(01)-(53)
(P2 v)=(a)

ce que montre que a loi x n’est pas commutative sur M, et:
(M3, X) un groupe non commutatif.
- Montrons que M} = {M € M3|DetM = ad — be = 1} est un sous-groupe de (M, x):
-t On a Detl, = 1 = I, € M, I’élément neutre appartient a M3;
-: Soit A et B dans M3, ona: Det(AxB) = DetAxDetB = 1x1 = 1donc AxB € M5;
-: Soit A € M3, ona Det(Ax A~') = I, donc:
Det(Ax A7) = DetA x Det(A™') =1 = Det(A™') = 1et A~ € Mj. Onen
déduit que (M3, x) est un sous groupe de (Mo, x)
- Ona Mj; C M, or,( 8
Donc: (M3, +) n’est pas un sous groupe de (Mo, +)

= On a:

et

8 ) I’élément neutre de (Mo, +) n’appartient pas a M.



De la méme maniére (M3}, +) n’est pas un sous groupe de (M, +) (Iélément neutre n’appartient
pas 2 M3).

- M5 = {( i 8 ) la,c € ]R} n’est pas un sous ensemble de M3 car Det ( CCL 8 ) =0.

par conséquent M$ ne peut pas étre un sous groupe (M3, x).

M est un sous Groupe de (Mo, +), i suffit de vérifier les trois propriétés.

o Exercice 5: Soit ABC un triangle équilatéral du plan.
- Déterminons I’ensemble des rotations (dans le plan) qui laissent invariants {A, B, C'}:
Soit GG le centre de gravité (intersection des droites remarquables: médianes, bissectrices et
médiatrices, les rotations laissant invariants les sommets du triangle sont: - S1(G, +2§);

- SQ (G, - 2%),
-S(G,2m) = Id.
- Montrons que cet ensemble muni de la composition des applications o’ est un groupe. On a:
o |Id| Sy |5
Id|Id| S | S
Sp| S| 5| 1d
Sy | Sy | Id | 51

- Faire le méme travail pour un carré¢ ABC'D:
Soit O le centre du carrée, les rotations laissant invariants les sommets A, B, C et D:
-S1 (O, +g);
SQ (O, — %) ;
S3(0, +);
S3(0,+2m) = Id;

- Déterminer I’ensemble des transformations (dans le plan ou non) qui laissent invariants { A, B, C'}
et dresser la table du groupe des transformations (voir cours)

o Exercice 6:
- (Z/37Z,+) est un groupe d’apres les proprités du cours.
(Z/37Z, x) n’est pas un groupe (0 n’a pas d’inverse).
(Z%, x) est un groupe en utilisant les propriétés su cours.

- (ZJAZ,+) est un groupe, (Z/4Z, x) n’est pas un groupe et (Z}, X ) est un groupe

o Exercice 7: Groupes de Permutations.
- Donnons les éléments de Sy: Id(a — a,b — b) et p(a — b,b — a) avec p o p = Id La table
de ce groupe est immédiate
- Donner les éléments de S; et construire la table de ce groupe. (voir cours)
o Exercice 8: Sous-groupes.
- Montrons que H = {2"|n € Z} est un sous-groupe de (R\{0}, x):
-: 1 = 2% € H, I’élément neutre appartient & H;
-2 2" x 2™ = 2"t™ ¢ H le produit de deux éléments de H est encore dans H;
-t 2% = 27" € H, I'inverse de tout élément de H est dans /{; Donc H est un sous groupe

de (R\{0}, x).



- Montrer que si H et H’' sont deux sous-groupes de G alors H N H' est aussi un sous-groupe de
G:

tecHet c H =ec HNH,
-: Soit z et y dans H N H’, les deux éléments sont dans H donc x * y € H et aussi sont
dans H' doncxxy € H' = xxy € HN H';
-: Soit x € H N H’, le symétrique de x est dans H (car sous groupe) et dans H’ (pour la
méme raison) donc: v € H N H’
en déduit que H N H' est un sous groupe de G.
- Montrons que 8Z U 5Z n’est pas un sous-groupe de (Z, +):
Ona8 € 8Zetb € 5Z donc 8 et 5 appartient a 8Z U 5Z mais 8 + 5 = 13 est ni multiple de 8 ni
multiple de 5 donc 8 + 5 n’appartient pas a 8Z U 5Z et donc 8Z U 5Z n’est pas un sous groupe.
- Déterminons les sous-groupes de (Z, +) engendrés par: 8: 87
20: 207Z
{8,20}: PGCD(20,8)Z = 4Z

o Exercice 9: Morphisme de groupes.

- Soit f : (Z,+) — (Q*, x) I’application telle que: f(n) = 2". Montrons que f est un mor-
phisme de groupes:
On a (Z,+) et (Q*, x) sont deux groupes et:
F0y =20 =1=1g
F(n+m) = 20m = 2 5 9m — f(n) x f(m)
Donc f est un morphisme de Groupe.
Ona: Kerf = {nZ|f(n) = 1} = {0} est f est injectif;
et Imf = {2"|n € Z} # Q* donc f n’est pas surjectif.

- Montrons qu’il n’existe pas de morphisme f : (Z,+) — (Z, +) tel que f(2) =3
Supposons que f vérifie cette propriété: f(2) = f(1+ 1) = f(1) + f(1) = 2f(1) = 3 donc
f(1) = 2 ce que contredit que f 2 images dans Z.

- Montrons que f,g : (R*, x) — (R*, x) deux applications telles que: f(z) = 2% et g(z) =z
sont des isomorphisme de groupes.
£(0) = g(0) = 0
flaxy)=(zxy)?=2"xy*= f(z) x f(y)
glaxy) = (xxy)’ =2’ xy’ = f(z) x f(y)
Donc f et g sont des morphismes de groupes.
f n’est pas un isomorphisme car n’est pas injectif ( kerf = {—1,1} # {1})
g estun isomorphisme car ker f = {1} et Img ={y € R|Fz = yycR:y = f(z)} =R
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