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PRESENTATION DU MODULE

FILIERE : SMA
SEMESTRE :S6

INTITULE :SCHEMAS NUMERIQUES DES EEQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
OBJECTIFS :

- Comprendre les méthodes permettant la résolution numérique
de quelques exemples d'équations différentielles ordinaires
(EDO)

- Mattriser les aspects théoriques et pratiques liés a ce domaine
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PRESENTATION DU MODULE

- PRE-REQUIS :
- Cours sur les équations différentielles élémentaires (S2)
- Cours sur les équations différentielles ordinaires (S6)
- Cours Analyse numérique 1 (S4) (en particulier : Interpolation
polynomiale, intégration numérique et dérivation numérique)
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CONTACT
BoucnaiB FERRAHI

- Département de Mathématiques - Faculté des Sciences -
Tétouan

- bferrahi@uae.ac.ma et ferrahi@yahoo.com

- http://moodle.uae.ac.ma

- www.ferrahi.ma

- www.facebook.com /bouchaib.ferrahi

- https://www.youtube.com/c/BouchaibFERRAHI

- www.linkedin.com/in/ferrahi
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INTRODUCTION

INTRODUCTION

- Equations différentielles ordinaires

- Modélisation de plusieurs problémes issus des sciences
appliquées, de I'économie, des sciences sociales,....

- les solutions existent-elles 7 Si oui, y a—t-il une
solution unique ?

- Peut-on déterminer la solution exacte ?
SINON, PEUT-ON L’APPROCHER 7
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle ordinaire (EDO)

Une équation différentielle ordinaire, notée (EDO), est une
équation de la forme :

F(x(t), X' (1), X" (1), ..., x'M(1)) = g(t).

L'inconnue est une fonction t € | C R — x(t). On appelle :
@ n l'ordre de I'équation.

@ g la fonction second membre de I'équation.

Si g est nulle, on dit que I’équation est homogeéne.
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle ordinaire (EDO)

Remarque :
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle ordinaire (EDO)

Remarque : Nous allons nous limiter aux équations différentielles
du premier ordre, car une équation d'ordre p > 1 peut toujours se
ramener a un systeme de p équations d’'ordre 1.

BoucHAIB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

nition : Equation différentielle normale

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute
équation de la forme :

F(x(t), X' (£), X" (t), ..., x""D(£)) = x("(¢)

Si la fonction f ne dépend pas explicitement de t, on dit qu’on a
une équation différentielle autonome d’ordre n.

fx,x',x" ..., X("_l)) = x(n
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle normale

Exemples :
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle normale

Exemples :
X'(t) = x(t) +t2 :
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle normale

Exemples :

x'(t) = x(t) + t? :Equation du premier ordre sous la forme normale

X' = x2
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RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition : Equation différentielle normale

Exemples :
x'(t) = x(t) + t? :Equation du premier ordre sous la forme normale

x" = x? :Equation du premier ordre autonome
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Condition initiale

Une EDO admet généralement une infinité de solutions. Pour en
choisir quelques-unes, on ajoute une condition initiale qui
correspond a la valeur prise par la solution en un point de
I'intervalle d'intégration. On écrit :

X(to) = X0
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Définition : Probleme de Cauchy

RxR—R

Soit £ : une fonction donnée. Soit / un
(t,x) — f(t,x)

intervalle de R, tg un point de / et xp une valeur donnée. On

appelle probléeme de Cauchy le probleme :

] leR—R
Trouver une fonction x : telle que :
t— x(t)

X(to) = X0

{x’(t) = f(t,x(t)) Vtel
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Solution sur un intervalle

La solution du probléme de Cauchy (1) sur un intervalle ouvert /
de R vérifie donc :
t

Viel, x(t)=x+ | f(s,x(s))ds

to
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Théoreme de Cauchy Lipschitz

Soit / un intervalle de R, soit f : | x R — R une fonction donnée,
to un point de / et xg une valeur donnée. On suppose que f est
lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable x sur un
voisinage de (g, xp) c-a-d il existe un voisinage de (o, xp) dans

I x R et L > 0 tel que pour tous (t, x) et (t,y) dans ce voisinage

1F(t,x) = £(t, y)Il < Lix =y

Alors on a les propriétés suivantes :
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Théoreme de Cauchy Lipschitz

© Existence : Il existe T > 0 et x € C}([to — T, to + T]) solution
du probleme de Cauchy

{X/ = f(t,x(t)),

X(to) = X0

@ Unicité : Si y est une autre solution du probleme de Cauchy
ci-dessus, elle coincide avec x sur un intervalle d'intérieur non
vide inclus dans [to — T, ty + T].

© Régularité : Si de plus f est de classe C",r > 1, alors x est de
classe C"*1.
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Fonction localement lipschitzienne

Si f est de classe C! alors elle est localement lipschitzienne.
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PROBLEME DE CAUCHY

Probleme de Cauchy

Existence et unicité globale

Avec les notations du théoréme précédent. Si f est globalement
lipschitzienne par rapport a x. Alors, pour tout (tp,x0) € | X R, il
existe une fonction unique x € C*(/;R) solution de (1).
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Vers une solution approchée

Nous supposerons dans toute la suite que la fonction

f:[to,to + T] x R — R est continue et globalement lipschitzienne
sur I'ensemble étudié ce qui impliquera I'existence globale et
I'unicité des solutions.

L'objectif est de calculer de facon approchée la solution du
probleme de Cauchy (1).

On commence par définir une subdivision réguliere de I'intervalle
de temps [to, to + T] en N € N* sous intervalles.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Discrétisation

T
On pose h = N le pas de la discrétisation, t; = tg + ih, de telle
sorte que ti+1 — t; = h. Les points t; obtenues :

h<th<bh<..<ty=t+ T,

] ] ] ] ] ] ] ] ]
T T T T T T T T T t

to t  t  t3 tn—1 tn

Notre objectif est de calculer une solution approchée de x(t;) la
solution exacte aux points t;, on la notera x;. On a donc x; =~ x(t;).

= = = =
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma d'Euler progressif ou explicite

Ecrivons le probléme de Cauchy (1) a I'instant t € [to, to + T] :

{ ()=f( x(t)),
(

Intégrons I'équation différentielle entre t, et t,+1. Nous avons
ainsi, pour tout n=0,1,...,. N — 1,

f,-,+1 tn+1
/ x'(s)ds :/ f(s,x(s))ds
th tn
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma d'Euler progressif ou explicite

On trouve
(tns1) — x(tn) = /t " (s, x(5))ds )

Approchons maintenant I'intégrale du second membre par la
méthode du rectangle a gauche :

/tt”“ f(s,x(5))ds ~ F(tn, X(tn))-(tnt1 = tn) = F(tn, x(tn)).h
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma d'Euler progressif ou explicite

On remplace dans (2) on trouve : x(tp41) — x(tn) = (tn, x(t4))-h
Approchons x(t,) par x, pour n=0,..., N — 1. On trouve
finalement :

{x,,H = Xp + hf(tn, %), pour n=0,...N—1

x(to) = xo-

C'est le schéma d’Euler progressif ou explicite. C'est un schéma
a un pas car X,4+1 est défini seulement a partir du pas précédent x,.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas d'Euler

Un autre schéma d'Euler

L'utilisation de la méthode du rectangle a droite conduit au
schéma suivant :

Xn+1 = Xn + hf (tnt1,Xnt1), pour n=10,...., N —1
X(to) = XQ.

C'est le schéma d’Euler rétrograde ou implicite. C'est aussi un
schéma a un pas mais qui nécessite un calcul supplémentaire pour
exprimer x,+1 en fonction de x,.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas d'Euler

Remarque

Les méthodes implicites demandent un calcul supplémentaire mais
sont plus adaptées a quelques types d'EDO (raides). A titre
d'exemple, soit le probleme de Cauchy :

{ x'(t) = 10(—x(t) + cos(t))
x(0)=1

Nous donnons les représentations graphiques des solutions
approchées fournies par les deux méthodes d'Euler en comparaison
avec la solution exacte (déterminée explicitement)
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas d'Euler

Remarq
Euler explicite h = 0.2

[ Solution d'Euler explicite ——
Solution exacte - |4
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas d'Euler

Euler implicite h = 0.2
15
Solution dEuler implicite ——
Solution exacte

1
0.5

ol
05|

-1

0 2 4 6 8 10
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma du point milieu

On approche I'intégrale dans I'équation (2) par la méthode du
rectangle au point milieu de chaque intervalle [t,, th11]. On
trouve :

x(tnt1)—x(tn) = /ttn+1 f(s,x(s))ds ~ f(t,,—i-g,x(tn+g)).(tn+1—tn)

h h
E’X(tn“‘ 5))

x(tpy1) — x(tn) = h.f(tn +
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma du point milieu

a cette étape on connait uniquement la valeur de x,, et pour

donner une approximation de la solution au point t, + 5 on utilise

le schéma d'Euler explicite :

h h
x(t, + 5) ~ x(t,) + Ef(t,,,x,,)

Approchons x(t,) par x, pour n=0,..., N — 1. On trouve
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma du point milieu

Le schéma du point milieu :

h h
Xnt1 = Xn + hf(tn + 50 Xn + Ef(l‘,,,x,,))7 Pour n=0,....N -1

X(to) = Xp.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas numériques

un autre exemple du schéma du point milieu

Nous pouvons utiliser la modification suivante. On integre
I'équation différentielle sur I'intervalle [ty, th42] et on utilise la
méthode du rectangle au point milieu pour approcher I'intégrale a
droit, pour obtenir :

X(tnt2) — x(tn) = /tt"+2 f(s,x(s))ds ~ f(tnt1, x(tn+1))-(tnt1 — tn)

X(tn+2) = x(tn) + 2hf (tnt1, x(tn+1))
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas numériques

un autre exemple du schéma du point milieu

Le nouveau schéma s'écrit :
Xpt2 & Xp + 2hf (tpt1,Xp41) n=0,3,---N—2

Remarquons que, contrairement au schéma précédent, celui la est
un schéma a deux pas (x,42 est calculer a partir de x, 11 et x,) et
que ce schéma demande deux valeurs initiales.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma de Heun

On approche l'intégrale dans I'équation (2) par la méthode du
trapéze. On trouve :

X(tni1) — x(tn) = /t (e x(2)) dt

X(tns1) = X(tn) = 5 [F(tn X(t0)) + Fltni1,x(051))]

Comme auparavant x, ~ x(t,). L'inconnu x(t,+1) est approché en
utilisant la méthode d'Euler. Ainsi, x(tp+1) = xn + hf (tn, Xn).
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Le schéma de Heun

On trouve finalement ;: Le schéma de Heun :
Pour n=0,--- ,N—1 :

X+l = Xp + g[f(tn,x,,) + f(t,, + h, x, + hf(t,,,x,,))},

X(to) = Xp.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Autres exemples

On peut utiliser la méthode de Simpson ou d'autres quadratures
d'intégration.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

On a:
, o x(t+h)—x(t) . x(t)—x(t—h)
A0 = i = =
It x(t+ h) —x(t — h)
— 2 2h
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

Pour une tres petite valeur de h, nous pouvons considérer les
approximations suivantes :

X,(t) ~ X(t + h) — X(t)
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

Pour une tres petite valeur de h, nous pouvons considérer les
approximations suivantes :

X,(t) ~ X(t + h) — X(t)

Schéma d'Euler explicite.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

x(t) — x(t — h)

X'(t) ~ -

Schéma d'Euler implicite.
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

() ~ x(t+ h)z_hX(t — h)
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Différences finies

() ~ x(t+ h)z_hX(t — h)

Schéma leapfrog (saute-mouton).

Xn+1 = Xp—1 + 2hf(th, xp) x(0)=x n=1,---,
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SCHEMAS EXPLICITES

Schémas explicites

Schémas explicites a un pas

Un schéma explicite a un pas approchant la solution du probléme
de Cauchy (1) est un schéma qui s'écrit sous la forme

{x,,H = Xp + h®(tp, xp, h), pour n=0,..... N —1 3)

X(to) = Xp.

Ou la fonction @ sera a définir suivant le schéma choisi.
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SCHEMAS EXPLICITES

@ Pour le schéma d'Euler explicite on a :
®(t,x, h) = f(t,x)

@ Pour le schéma du point milieu on a :

h h
cb(t?X, h) = f(t+ E’X + Ef(tax))7

@ Pour le schéma de Heun on a :

o(t,x, h) = %[f(t,x) + f(t+ h,x + hf(t,x))]
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Nous allons voir les conditions pour que la solution approchée
converge vers la solution exacte quand h — 0, c'est a dire quand
la discrétisation devient trés fine. Nous allons introduire trois
notions fondamentales :

¢ |a consistance,
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Nous allons voir les conditions pour que la solution approchée
converge vers la solution exacte quand h — 0, c'est a dire quand
la discrétisation devient trés fine. Nous allons introduire trois
notions fondamentales :

e |a consistance,e |a stabilité,
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Nous allons voir les conditions pour que la solution approchée
converge vers la solution exacte quand h — 0, c'est a dire quand
la discrétisation devient tres fine. Nous allons introduire trois
notions fondamentales :

e |a consistance,e |a stabilité,e |a convergence.

Quand un systéme est convergent, il nous reste a savoir a quel
vitesse il converge. On introduira la notion d'ordre.

Plus I'ordre est élevé, plus le schéma converge rapidement vers la
solution exacte.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Pour un schéma explicite a un pas :

{x,,+1 = xp + h®(tp, xp, h), pour n=0,.....N —1 ()
X(to) = Xp.

On définit I'erreur de consistance, et on la note 7,, le nombre
réel définit par :

Tnt1(h) = x(tnt1)—x(tn)—hP(tn, x(ts), h), pour tout n =0, ..., N—-1.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Remarquons que pour tout n=0,...,N —1
X(tnt1) = x(tn) + h®(tn, x(tn), h) + h7ni1

Ainsi I'erreur de consistance d'un schéma explicite est le terme
restant lorsque I'on injecte la solution exacte dans le schéma.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Schéma consistant. On dit que le schéma explicite a un pas (3)
est consistant avec le probléme de Cauchy (1) si et seulement si

| =
h@oz [7a(h)] = 0.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Critére de consistance. Le schéma explicite a un pas (3) est
consistant avec le probleme de Cauchy (1) si et seulement si

®(t, x,0) = f(t, x).
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Exemples.

@ Le schéma d’Euler explicite
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Exemples.

@ Le schéma d’Euler expliciteest consistant car :
o(t, x, h) = f(t,x) = P(t, x,0) = f(t,x).

@ Le schéma du point milieu

BoucHaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Exemples.

@ Le schéma d’Euler expliciteest consistant car :
o(t, x, h) = f(t,x) = P(t, x,0) = f(t,x).

@ Le schéma du point milieu est consistant car :

h h
o(t,x,h) = f(t+ E,X + Ef(t,x)) = ®(t, x,0) = (¢, x).
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Exemples.

@ Le schéma de Heun
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Exemples.

@ Le schéma de Heun est consistant car :

o(t, x, h) = %[f(t,x) + f(t+ h,x + hf(t,x))]

— 0(t,x,0) = 3[f(t.x) + F(£,2)] = F(t,x).
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Ordre de consistance. On dit que le schéma explicite a un pas
(3) est consistant d'ordre p avec le probleme de Cauchy (1), s'il
existe un réel K > 0 tel

N
Z | 7,(h) |< KhP.
n=1
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

La notion de stabilité s'applique a des schémas, pour lesquels on
calcule des solutions de facon itérative. Les calculs s'effectuent sur
des ordinateurs avec une précision finie, et donc sont sujet a des
erreurs d'arrondis. Lors d'un calcul itératif, ces erreurs peuvent étre
amplifiées par le schéma numérique. Le but de I'étude de stabilité
est donc de déterminer quelle est I'amplification des erreurs (ou
perturbations) par le schéma.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

La notion de stabilité s'applique a des schémas, pour lesquels on
calcule des solutions de facon itérative. Les calculs s'effectuent sur
des ordinateurs avec une précision finie, et donc sont sujet a des
erreurs d'arrondis. Lors d'un calcul itératif, ces erreurs peuvent étre
amplifiées par le schéma numérique. Le but de I'étude de stabilité
est donc de déterminer quelle est I'amplification des erreurs (ou
perturbations) par le schéma.

En d'autres termes, les valeurs de x,, qu’on calcule sont remplacées
par des valeurs voisines X, pour deux raisons :
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

@ Erreurs d’arrondi :
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

© Erreurs d’arrondi :on représente en machine la valeur x,
issue du calcul par un nombre décimal a t chiffres significatifs
et donc : |x, — Xp|, est alors I'erreur d'arrondi majorée en
valeur relative par 10~ !x,,.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

© Erreurs d’arrondi :on représente en machine la valeur x,
issue du calcul par un nombre décimal a t chiffres significatifs
et donc : |x, — Xp|, est alors I'erreur d'arrondi majorée en
valeur relative par 10~ !x,,.

© Incertitude expérimentale :
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

© Erreurs d’arrondi :on représente en machine la valeur x,
issue du calcul par un nombre décimal a t chiffres significatifs
et donc : |x, — Xp|, est alors I'erreur d'arrondi majorée en
valeur relative par 10~ !x,,.

© Incertitude expérimentale :Dans la plupart des problemes
concrets la valeur de xp est remplacée par une valeur X tirée
d’une expérience, d'une hypothése etc : |xg — Xp| est donc
majorée par un nombre qui dépend de la précision
expérimentale.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

La méthode ne peut donc étre utile que si la perturbation sur
|xny — Xn| provoquée par une faible perturbation |xg — Xp| des
données initiales et par les erreurs d'arrondi sur les termes X,
antérieurs est faible.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Schéma stable : On dit que le schéma explicite a un pas (3) est
stable s'il existe un réel M > 0 tel que : quelle que soient les
suites, définies par récurrence par les formules :

Xnt+1 = X + h.®(tn, Xn, h)
Knt1 = Xn + h.®(tn, Xn, h) + €5

N

— Xl < M(|x0 — Xt
omax, [xn Xnl < M(Ix0 — %ol + > _ lenl)

n=1

= = =

BoucHaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



E DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Autrement dit, si les erreurs d'approximation a chaque pas de
temps ne sont pas tres grandes, I'erreur pour la solution approchée
au pas suivant reste maitrisée.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Critere de stabilité : S'il existe un réel L > 0 tel que pour tout
t € [to, to + T], pour tous x,y € R et pour tout h < T,

[®(t, x, h) = &(t, y, h)|| < Ll|x =y,

alors le schéma explicite 3 un pas (3) est stable et M = elT.

Nous pouvons enfin introduire la troisiéme et derniére notion
fondamentale : la notion de convergence.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Convergence

On dit que le schéma explicite a un pas (3) est convergent vers la
solution du probleme de Cauchy (1) si

I x| =
h@mrgnnagXN‘X(t”) Xl =0

Le théoréme suivant permet de relier les trois notions.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Convergence

Théoréme de Lax. Si le schéma explicite a un pas (3) est stable
et consistant avec le probleme de Cauchy (1), alors il converge vers
la solution du probléme de Cauchy (1).
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Convergence

Ordre de convergence. Si le schéma explicite a un pas (3) est
stable et consistant d'ordre p avec le probléeme de Cauchy (1), alors

el = p
1§mnanN|x(t,,) Xp| < MKh

On dit alors qu'il est convergent d’ordre p.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Convergence

Ordre de convergence : Critéres. Pour toute fonction f de
classe CP, le schéma explicite a un pas (3) est consistant d'ordre
au moins p avec le probléeme de Cauchy (1) si:

d(t,x,0) = f(t,x)
0 1 1.0 0
%Cb(t,x, 0) = EDf(t,x) = E[af(t,x) + f(t,x)af(t,x)]

or~1
Ohp—1

1 1
®(t,x,0) = EDp_lf(t,x) = ED[DP_zf(t,x)].
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Soit tp e Ry, T e R, xo € R, et soit f: [tg,tp+ T] xR —R
une fonction Lipschitzienne de constante L € R*. Pour tout
t € [to, to + T], et pour tous x,y € R:

[f(t,x) —f(t,y)] < Lx—y|

On considere le probleme de Cauchy :

{() f(t,x(t)), t€ [to,to+ T]
x(to) = Xo.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

1 Montrer que le schéma d'Euler explicite a pas de temps
constant pour résoudre (5) est consistant et stable.

2 Calculer la différentielle premiére et seconde de f.

3 En déduire I'ordre de convergence du schéma de Euler.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

1 Avec les notation de la définition (3), pour le schéma d'Euler
explicite on a ®(t, x, h) = f(t, x). Donc Euler explicite est
consistant.

Puisque f est lipschitzienne alors on a :

[f(t,x) —f(t,y)| < Lx —y|

et donc  |®(t,x,h) — ®(t,y, h)| < L|x —y|

ainsi le schéma est stable

Conclusion : le schéma d’Euler est stable et consistant donc
c'est un schéma convergeant .
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

2 On a x/(t) = f(t,x(t)), donc la différentielle de f est donnée
en (t,x) par :

of(t,x)  0x(t) Of(t,x)

DIt X) = =5+ 3 ox
_ Of(t,x) . Of(t,x)
Ot Pl ox

of (t,x) Of (t, x)
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

De méme la différentielle seconde de f est donnée en (t, x) par :
0 Ox 0
2¢ _ _ 9 -2
D*f = D[Df] = ath—i— i aXDf
0 0 0 of of 0 of of
= an—F f&Df — E(E + fa) + f&(g + fa)
0*f  Of Of o0*f 0*f Of o o 0%f
=52 Totox oot axor T ax) T a2
o0*f 0*f  Of Of Of n L O%f
=02 o Torox o T o
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

3 Ona

d(t,x,0) = f(t,x)

et
0P 1

donc le schéma d'Euler explicite est d'ordre 1.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

Soit T € R’ , on considére les deux problemes :

x'(t) = tsin(x), te]o0,T],
s {X(O) g
et

S{x’(t) =t2+x+1, tell,T],
x(1)=1
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

1. Donner le schéma d'Euler explicite en prenant un pas de
temps constant.

2. Calculer les 2 premieres itérations en prenant comme pas de
temps h = 0.1.

3. Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de
ces problémes ?
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

1. Le schéma d'Euler :
e Pour P on a f(t,, Xs) = tasin(x,) donc :

X0 = —.

{x,,H = X, + hf(tn, xn) = Xn + h.t,.sin(x,)
s
2

e Pour S on a f(tn,x,) = t2 + x, + 1 donc :

Xn+1 :Xn+h(t,%+xn+]-)
X0 =1
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

2. Les 2 premiéres itérations x; et x»
e PourPonah=0.1tg=0et t; =t + h=0.1. On trouve :

v
XOZE
x1:g+hxtoxsin(g):g:1.57
ngg—FO.lX ty xsin(g)

x2:g+0.1><0.1><sin(2)

BoucHaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

2. Les 2 premiéres itérations x; et x»
e PourSonah=0.1,tg=1ett; =ty + h=1.1. On trouve :

Xo = 1
x1=1+01(g+1+1)=1+0.1(12+2) =13
xp=13+0.1(tf +13+1) =1.3+0.1((1.1)*> +2.3) = 1.651
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

3. Convergence : Le schéma d'Euler progressif est consistant
avec n'importe quel probleme de Cauchy, car
®(t, x, h) = f(t, x). Pour la stabilité il faut que la fonction f
soit lipschitzienne :
e Pour P:ona:

|f(t,x) — f(t,y)| = |tsin(x) — tsin(y)|
= |t[[ sin(x) —sin(y)|
= t[cos(c)[[x — vl
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

avec ¢ comprise entre x et y d'aprées le théoreme des AF :
Pour f(x) = sin(x), il existe ¢ entre x et y tel que :

f'(c) = cos(c) = f(X)z : ;(Y) _ sin(x)z : j/in(y)

Donc Vt € [0, T]

[£(t,x) = f(t,y)| S tfcos(c)l|x —y[ < Tlx —y[  V¥x,y
f est lipschitzienne de constante T donc le probléeme est stable.
Le schéma d'Euler utilisé est stable et consistant donc c'est un
schéma convergeant.
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CONVERGENCE DES METHODES EXPLICITES

Convergence des méthodes explicites

e Pour §

f(t,x) = f(t,y)| =P +x+1-t2—y -1 =|x—y|

Conclusion : f est lipschitzienne de constante 1 donc le
probléme est stable.

Le schéma d'Euler utilisé est stable et consistant donc c'est
un schéma convergeant.
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Définition
Ce sont des méthodes explicites qui utilisent des méthodes de
quadrature pour approcher

/ " (s x(s)) ds

th N
En posant : / " f(s,x(s)) ds = Zwkf(ak,x(ak)) Chaque
th -

choix des points ay (et par conséqu_ent les poids wy) donne un
schéma (différent) de résolution du probleme de Cauchy (1).
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Une méthode générale de Runge-Kutta peut étre écrite sous forme
d’'équations successives :

ki = f(tn, xn), (c1=0)
ky = f(tn + c2h, xn + hapik1),
ks = f(t, + cs3h, x, + h(as1ki + asz2kz)),

ks = f(tn + csh, xp + h(aslkl + asggko + - - + 3s,s—lks—1))~

et : Xn+1 = Xn -+ hZ?:l bikia
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Définition

Pour spécifier une méthode particuliere, il faut donner le nombre
des étapes s, les coefficients aj; (pour 1 < j < i <'s), les b; (pour
i=1,2,..,s) et les ¢; (pour i =2,3,...;s). La matrice (aj;) est
appelée matrice de Runge-Kutta, tandis que les b; et ¢; sont
appelées poids et noeuds.

Ces données sont généralement organisées dans un tableau, appelé
tableau de Butcher (d'aprés John C. Butcher) :
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

0|0
Cy | a1 0
C3 | @31 a3 0
Cs | ds1  ds2 to ds,s—1 0
bl b2 te bsfl bs
= 0
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Définition

Condition : Pour que le tableau (et le schéma) soit bien défini,
nous imposant toujours que, sur chaque ligne, la somme des a;; est
égale a ¢; :

i—1
Za,-j:c; i:2,---,5
j=1

Cette condition est justifiée par I'hypothese : Les méthodes
d'intégration a chaque ligne sont d’ordre au moins 1
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Par exemple pour la méthode d’Euler explicite :
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Par exemple pour la méthode d’Euler explicite :

ﬂﬁ

Pour le schéma du point milieu :

N|l—= O
OIN| =
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

On a 0 0
S et & 25 ar1 25 1 07 2
et : Xpt1 = Xp + h(blkl + b2k2) avec

kl = f(tn7Xn)7
ko = f(tn+ c2h,xn+ h(a21k1)),

On trouve finalement

h h
Xp+1 = Xp + hf (t, + E,X,, + Ef(t,,,x,,)).
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

La méthode de Runge-Kutta la plus connue est RK4 utilise le
tableau suivant :

RN RN = O

olH O o N|IF
WlH O N
Wl =

[ Nl
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Criteres de consistance de Runge-kutta

@ Un schéma de RK est consistant d'ordre au moins 1 avec le
probleme de Cauchy (1) si et seulement si

g
> bi=1
i=1
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Critéres de consistance de Runge-kutta

@ Ce schéma est consistant d'ordre au moins 2 avec le probleme
de Cauchy (1) si et seulement si :
s 1 s i—1 1
Zb,’a,’j:* et Zb;Za;j:f
& 2 : : 2
ij=1 i=1 j=1
\
S
1
Z b,'C,' = 5
i=1

BoucHaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK (Remarques)

3. Pour démontrer les relations précédentes il suffit d'utiliser les
caractérisations précédentes en calculant et en comparant

op-1

1
p—1
Do 7 P(t,x,0) et pD f(t,x)

Notons que ces calculs présentent plus de difficultés pour
obtenir un ordre élevé (a cause de ka définition de la fonction
® qui contienne plusieurs compositions de f. |l existe plusieurs
techniques pour réaliser ces calculs.

A titre d'exemple, on utilise les arbres orientés :
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK (Remarques)

f Table 234(I) The rooted trees up to order 4 b
Tree t . ! v i
Order |t| 1 2 3 3
O(t) > bi > bic S bic? Z,{-j biaijc;
t! 1 2 3 6
Tree t v \} Y
Order |t 4 4 4 4
B(t) Yoibicl X biciaige; 3 bl 3 biagagie
t! 4 8 12 24
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK (Remarques)

4. On peut montrer grace au caractérisations précédentes que
pour qu'un schéma de Runge-Kutta d'ordre > 2 soit en fait
d’ordre 3 il faut et il suffit que :

sl 1
;b,-c,- = g et iZ’jb,'a,'jCj = 6

(en plus des conditions précédentes!)
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK (Remarques)

4. Pour obtenir un schéma de Runge-Kutta d'ordre 4 il faut et il
suffit que les huit égalités soient vérifiées !
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK (Remarques)

© L'ordre d'une méthode RK explicite a s étapes ne peut pas
étre plus grand que s. De plus, il n’existe pas de méthode a s
étapes d'ordre s si s > 5. Et on a:

1 2 3 45

1 2 3 46
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Construire un schéma de RK d'ordre 3.
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Construire un schéma de RK d’ordre 3. Le tableau de Butcher pour
s =3 est:

0
C2 | a21
C3 | a31 a3z

by by b3
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

Pour que les méthodes d'intégrations a chaque ligne soient d'ordre
au moins 1 on impose :

Zau ci et Zb =1,

Donc :

a1 = €2, a3l + as = cs.

BoucHaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

et
bi+b+b=1
° 1
La deuxieme condition de consistance Z bic; = 5 donne ( avec
i=1
= 0) o
1
bacy + bzcz = 5
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

s
I -, 1
La troisiéme condition E bic? = 3 donne :
i=1

1
b2C22 aF b3C§ = §

1
Et la quatrieme condition Z biajjic; = 6 donne
i7j

1
bzazrcr = 6
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

i ne prend que la valeur 3 (car i = 1 est impossible on n" a pas ay;.
i = 2 corresponds a ap; et ¢; qui est nul). Finalement on doit
résoudre le systéme :
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

a1 =@
az1 +a =3
by +by+b3=1
1
byco + bzcs = 5
1
152C22 + b3C32 = 5
1
bsasacr = 3
Le systéeme admet plusieurs solutions.
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Consistance RK

Quelques solutions possible :

0 0 0

111 212 2] 2

2| 2 3|3 3| 3

2 2

1]-1 2 =0 35 0|—-1 1
I 21 I 3 3 o 31
6 3 6 Z 8 8 7 7
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Criteres de stabilité de Runge-Kutta

Tous les schémas du type Runge-Kutta explicites sont stables deés
que f est continue et globalement lipschitzienne par rapport a sa
variable x sur l'intervalle [to, to + T].
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METHODES DE RUNGE-KUTTA EXPLICITES

Méthodes de Runge-Kutta explicites

Criteres de stabilité de Runge-Kutta

Tous les schémas du type Runge-Kutta explicites sont stables deés
que f est continue et globalement lipschitzienne par rapport a sa
variable x sur I'intervalle [to, to + T].

Remarque :

En particulier le schéma RK4 est convergent d'ordre 4. C'est le

schéma le plus communément utilisé. |l est a la base du solveur
ODE45 de Matlab.
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Position du probléme

Une équation différentielle raide est une équation différentielle
dont la sensibilité aux parametres va rendre difficile la résolution
par des méthodes numériques explicites. Lorsque on applique un
schéma explicite a pas adaptatif a certains problemes dont la
solution présente des problémes raides. On obtient des oscillations
qui influencent sur la vitesse de convergence et menent souvent a
la divergence du schéma.
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Pour caractériser les problemes raides rappelons que I'erreur d'un
schéma explicite stable et d'ordre au moins p si :

max ||x(t,) — xal| < MKhP.

1<n<N

Ou K est la constante de consistance, et M = expLT la constante
de stabilité, et L La constante de Lipschitz de f. Ainsi, lorsque L
devient grande, M devient grande exponentiellement, et donc la
valeur prise par h doit étre trés petite pour garder une précision
initialement donnée. A cause de ca, on introduit une autre notion
de stabilité qui teste le schéma sur les différentes valeurs possibles
de L.

BoucnaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Cette notion est basée sur ce que I'on appelle I'équation Test
Linéaire Standard (ou TLS). Ce test est défini par le systéme
suivant

x'(t) = —Lx(t), (4.18)

x(0) = xo.
OuL>0.
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

@ La solution exacte est

x(t) = xpexpLt.

o Elle vaut xp pour t = 0 et tend vers 0 quand t tend vers
I'infini.

o La constante de Lipschitz du probléme (TLS) est L. En effet,
si I'on pose f(t,x) = —Lx pour t € R et x € R, alors pour
tous t € R et pour tous x,y € R,

[f(t,x) = f(t,y)| =| - Lx+ Ly| = L|x — y|.
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Définition

Schéma A-Stable

On dit qu'un schéma est A-Stable si et seulement si ce schéma
appliqué au probleme (TLS) donne une solution x, vérifiant
limp— 400 Xn = 0 quel que soit L > 0, et quel que soit le pas de
temps constant h.

On dit aussi que le schéma est inconditionnellement stable.
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Schéma A-stable

Remarque :

@ Un schéma est A-Stable est un schéma qui peut traiter les
problemes de n'importe quelle raideur sans condition sur le
pas de temps.

@ La stabilité d'un schéma décrit la facon dont les erreurs
s'accumulent sur un intervalle de temps borné [ty, to + T]
tandis que la A-stabilité décrit la facon dont les erreurs
faussent le comportement de la solution pour t — .
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PROBLEMES RAIDES

Problémes raides

Schéma A-Stable

Les schémas de Runge-Kutta explicites ont des conditions sur le
pas temps dépendant de la raideur du probleme . lls ne sont pas
A-Stable . A cause de cela , on va introduire d'autres schémas
A-Stable (mais plus difficiles a programmer). Le simple est : Euler
implicite.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Euler implicite

Reprenons le probléeme de Cauchy (1) au point t € [ty, tg + T] :
Et intégrons I'équation différentielle entre t, et t,+1. On obtient
pour n=0,1,...,. N —1,

f,-,+1 tn+1
/ x'(s)ds :/ f(s,x(s))ds
th tn

Donc

X(tns1) — x(tn) = /t @)
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Euler implicite

Approchons x(t,) par x, pour n=20,..., N — 1. On trouve le
schéma d’Euler implicite :
Xn+1 = Xn + hf (tnt1,Xnt1), pour n=10,.... N —1

X(to) = XQ.

Cette derniere relation nécessite de résoudre une équation pour
déterminer x,11 d’'oll son nom de méthode implicite.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

L'évolution de la concentration de certaines réactions chimiques au
cours du temps peut étre décrite par I'équation différentielle

x(t)

142

X'(t) =

Sachant qu'a l'instant t = 0 la concentration est x(0) =5,
déterminer la concentration a t = 2 a I'aide de la méthode d'Euler
implicite avec un pas h = 0.5.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

t
On a f(t,x) = —1X_'(_ 22 donc le schéma d’Euler implicite est

donné par le systeme :

X
Xn+1 = Xp + hf (tns1, Xnt1) = Xn — hLz1 n=0....N—1
1+tn+1

X0:5
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

On trouve
) =x (6)

Xn+1(1

Qu’'on peut écrire :
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application
A l'instant t = 0 la concentration est xp = 5, et comme h =1/2,
alors t, = nh = n/2 donc pour n > 1 I'équation (7) donne :

44 (n+1)2
AL UL
6+ (n+1)2

t = 2 correspond a n = 4, on obtient donc

Xp4+1 =
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

o] tn [ x
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

La concentration a t = 2 est d'environ 2.25.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Runge-Kutta implicite

Un schéma de Runge-Kutta implicite a s-stages est décrit par le
tableau de Butcher suivant

1 ai1 ai2 a13 a1,5—1 als
(&} an1 a2 423 d2s—1 a2s
(! a3l as2 as3 a3,s—1 a3s
Cs—1 | ds—1,1 ds—-12 ds-13 dss—1 ds;s—1
Cs ds,1 as 2 as.3 as dss—1
b by bs bs1 bs
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Euler implicite

Le schéma représenté par

est le schéma d'Euler implicite.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

RK implicite
Proposition :
Les schémas de RK implicite a s-étapes sont A-Stables.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

RK implicite

Proposition :

Les schémas de RK implicite a s-étapes sont A-Stables.

La convergence pour les schémas de Runge-Kutta implicites se
définit comme pour les schémas explicites.

li t,) — =0
hinm?nangHX( n) = Xall

Les conditions sur I'ordre de consistance sont les mémes a savoir :
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

1. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 1 avec le probléeme
de Cauchy (1) si et seulement si

S
> bi=1
n=1
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

2. Ce schéma est consistant d'ordre au moins 2 avec le probléme
de Cauchy (1) si et seulement si (C1), (C2)

(C3) ZbaU—ZbZau_f b,.c,.:,
ij=1 i=

N[ —
)
N[ =

Mais la matrice constituée des a;; n'est plus strictement triangulaire
inférieure. La convergence est toujours vraie pour les méthodes de
Runge-Kutta implicites deés qu’elles sont consistantes et que f
vérifier les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz global.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Résolution des itérations des schémas implicites

Les schémas implicites définissent a chaque itération une équation
qu'il faut résoudre pour trouver x,1. Par exemple pour Euler
implicite on a

Xpt+1 = Xp + hf(tn+17Xn+1)

Donc x,41 est un point fixe de la fonction G définie pour tout
x € R par

G(x) = xp + hf(tn+1, x)
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

A-Stabilité d'Euler implicite

Soit tp e R, T € RY, xg € R, et soit f : [tg, to + T] — R une
fonction Lipschitzienne de constante L € R™. On considére le
probléme de Cauchy :

{X’(t) = f(t,x(t)), t€[to,to+ T].

X(to) = Xp.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application
1. Retrouver le schéma d'Euler implicite en utilisant une
approximation de la dérivée.
2. Est ce que le schéma d'Euler implicite a pas constant est
A-stable ?
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

1. pour n > 1 on approche

X' (tn) = f(tn,x(tn))

par :
Xn — Xp—1

h
C'est a dire : x, = xp—1 + hf(tn, x,) Qu'on peut écrire :

= f(tn, Xn)

Xnt1 = Xp + hf (tni1 + Xni1)

Pour tout n > 0 et xg donné.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

2. Appliqué au (TLS) on trouve :

Xpt1 = Xn — hlxpy1 n €N
Xg donné

Donc pour tout n € N

(1 4+ hL)Xp41 = Xp = Xnt1 =
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

Ce qui implique

1

Xn:(1+hL) xo VneN

OrVh>0et L>0on 1 < 1 donc x, — 0.
1+ hL

Euler implicite est donc A-Stable.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

Schéma du trapéze (Crank-Nicolson)
Soit L > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme
(TLS) :
x'(t) = —Lx(t), Pourt>0
{X(O) =xg donné

Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t, = nh pour n € N et
Xn une approximation de x(t,).
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

1. Ecrire le schéma du trapéze (Crank-Nicolson) permettant de
calculer xp41 a partir de x,.
2. Etudier la A-Stabilité du schéma.

3. A partir du schéma du trapéze, en déduire le schéma de Heun,
est-il A-Stable? )
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

1. Intégrons I'EDO x'(t) = f(t, x(t)) entre t, et t,41, Donc :
tn+1
(tns1) — x(t) = / F(¢, x(¢))dt
tn
On utilise la formule du trapéze :
tht1 h
| ey (©)de ~ St x(0) + F(tria,5040))

Soit x,, I'approximation de x(t,). On obtient le schéma du
trapéze ou de Crank-Nicolson
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

h
Xn+1 = Xp + E(f(t,,,xn) + f(t,,+1,xn+1)), pour n=20,1,2, ...
xo0 = x(to),
Il s’agit d'un schéma implicite car il ne permet pas d'écrire

directement x,+1 en fonction de x, lorsque la fonction f n’est pas
triviale.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

2. En appliquant le schéma du trapéze au probléme (TLS) on
obtient la suite définie par récurrence suivante :

h
{XIH-I = Xp + 5( — LXn — LX,H_]_)

xo = x(to),
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

On trouve finalement : x, = (gl—fz)”xo
, . . ., 2—1Lh
Par conséquent, lim,_, 1o X, = 0 si et seulement si |2 " Lh’ < 1.
Notons x le produit Lh > 0 et g la fonction
(x) 2—x X
x) = =1- .
< 2+ x 2+ x

Nous avons 0 < % < 1 pour tout x € R* , donc |g(x)| < 1
X

pour tout x € R% . Ainsi lim,_, o x, = 0 pour tout h >0, et le
schéma est A-Stable.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

3 Pour éviter le calcul implicite de x,+1 dans le schéma du
trapéeze, nous pouvons utiliser une prédiction d'Euler explicite
et remplacer le x,+1 dans le terme f(tn11, Xn41) par

Xpt1 = Xn + hf (tn, xn).

On trouve ainsi le schéma de Heun :

h
Xt = X+ o | Ftn, X0) + F(tn + b xo + hf (80, x0)|
x(0) = xo
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

En appliquant le schéma de Heun au TLS, on obtient la suite
suivante :

h
Xnt1 = o+ 5 [ = Lo + F(tn + b, %0 — Lx,)|

Xo1 = X0+ ] = Lt — Lo — hlxs)]

Lh)?
Xpr1 = (1= Lh+ ( 2) )Xn-

Donc : x, = (1 — Lh+ %)”xo.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

Application

Par conséquent, lim,_, 1~ x, = 0 si et seulement si
Lh)?
|1 — Lh+ u! < 1.
2
Notons x le produit Lh (x > 0) et p(x) le polynéme

p(x) = 3x? — x + 1. Nous avons |p(x)| < 1 si et seulement si
x < 2. En effet
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas implicites

1
]p(x)|<1<:>\§x2—x+1|<1
S x?—2x+2/ <2
( comme A = —4 < 0 donc x* — 2x +2 > 0)
& x*—2x+2<2
< x(x —2) < 0( comme x > 0)
&x—-2<0

. . . 2
Donc lim,_, 1 oo xp = 0 si et seulement si h < T
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications

Considérons le probleme de Cauchy :

y'+y=0 sur [0,10]
y(0) =1

La solution est donnée par : y(t) = e *. Ci-aprés différentes
situations (suivant quelques valeurs de h) du schéma d'Euler
explicite.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications

Ci-apres différentes situations (suivant quelques valeurs de h) du
schéma de Heun.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications

Ci-apres différentes situations (suivant quelques valeurs de h) de
I'un schéma RK4.
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SCHEMAS IMPLICITES

Schémas numériques

Applications
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

Si nous intégrons I'EDO x'(t) = f(t, x(t)) entre t, et t,41 nous

obtenons
tht1

X1 — Xp = f(t,x(t))dt
tn
On peut construire différentes schémas sous la forme suivante en
choisissant a chaque fois la formule de quadrature pour approcher
le membre de droite

{ xo = x(0)

Xni1 = Xn + ft‘;"“ P(t)dt.
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

Il est a noter que d'une maniére générale P(t) est un polynéme
d'interpolation de f(t, x(t)) sur une selection de points (t;); de la
discrétisation.

Les schémas d’ADAM approchent I'intégrale fti”“ f(t,x(t)) dt par
I'intégrale d'un polynéme p interpolant f(t,x(t)) en des points
donnés qui peuvent étre a I'extérieur de I'intervalle [t,; th41]. On
peut construire différentes schémas selon les points d'interpolation
choisis. lIs se divisent en deux familles :

Les méthodes d’ADAM-BASHFORTH qui sont explicites

Les méthodes d’ADAM-MOULTON qui sont implicites
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

schémas AB- q : les schémas d’ADAM-BASHFORTH d’ordre g
approchent I'intégrale fti"“ f(t,x(t)) dt par l'intégrale fti”“ p(t)dt
ou p est le polyndme interpolant f(t,x(t)) en t,—; pour

0<i<qg-1;

schémas AM- g : les schémas d’ADAM-MOULTON d’'ordre g
approchent I'intégrale fti"“ f(t,x(t)) dt par 'intégrale fttn"“ p(t)dt
ol p est le polynéme interpolant f(t, x(t)) en t,11_; pour
0<i<q.

BoucnaiB FERRAHI ScHEMAS NUMERIQUES DES EDO



COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

Notons qu'il est donc possible de calculer successivement
Uqg, Ug+1, - - -, €N partant de up, uy, ..., ug—1 (qui doivent donc étre
initialisés par des approximations adéquates car seul ugp est donné).
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

AB—1:0n a
p(t) = £ (tn, x (tn))
/tt"+1 p(t)dt = hf (t,, x (tn))

et on obtient le schéma

{ X0 :X(to)

Xp+1 = Xp + hf (tn,x,) n=0,1,...N—1

La méthode AB — 1 coincide avec la méthode d'Euler explicite.
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

Pour AB—2: On a

pe) = T X (D) = Fltnasxna)) () 4 (g0t )

/ttnﬂ p(t)dt = g(3f(tn,x(tn)) = o))

et on obtient le schéma

Xp =X (tO) )

x1 = xp + hf (to, ug) = x (t1) en utilisant une prédiction AB — 1

Xn+1 = Xp + g (3f(tnaxn) - f(tn—laxn—l)) n=12...N-1
—
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

AB—-3:0na
o(t) = f(tn—2é;2(tn—2)) (t—to 1) (t—t)
o f (tnla;;(tnl)) (£ = tr o) (t — 1)
e = i)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

AB—-3:0na o .
| eee = 55
23f (tn, x (tn))
—16f (tp—1,x (th-1))
+5f (th—2, x (th—2))

)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

et on obtient le schéma

Xo = X (to)

X1 = X0 + hf(tg,xo) ~ x(t1) en utilisant AB —1

X2 =X1+ 5 (3f(t1,X1) = f(to,Xo)) ~ y(t2) en utilisant AB — 2
1 (23f(t,,,x,,) 16f (tn—lyxn—l) aF 5f(t,,_2,Xn_2))

=23,...N—-1
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

AM —1:0n a
p(t) = f (tnt1, x (tn+1))

tht1
[ ple)dt = Bf (tria,x (tr12))
fEn
et on obtient le schéma

{ X():X(t())7

Xn+1 :Xn+hf(tn+lvxn+1) n:O,l,...N—l

La méthode AM — 1 coincide avec la méthode d’Euler implicite.
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Schémas numériques

Autres exemples

AM —2:0n a

f (tnt1, x (tn — f(tn, x (tp
p(t) = (tnt1,x ( +1)i3 (tn, x (tn))
tht1
|7 PO = 3 (F (b X (t0)) + F (tria, x (8012)
et on obtient le schéma AM — 2 (Qui coincide avec la méthode de
Crank-Nicolson).

(t — tn) + f (tn,x (tn))

N| >

x0 = y (to)
Xpir1 = Xp + g (f (tn,xn) + f (tnt1,Uny1)) n=1,2,...N—-1
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

AM —3:0n a
p(t) = f(t"lé;(t"l)) (t = tn) (t = tat1)
f(t”’;;(t")) (t — tao1) (t — tns1)
+f (tn+1é;<2(tn+1)) (t— to1) (t — ty)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

5f (tnt1, X (tnt1)) + 8F (tn, x (tn)) — f (th—1,x (tn—1))
)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques

Autres exemples

et on obtient le schéma

xo = x (to)

x1 = xp + hf (to,x0) =~ x (t1) En utilisant une prédiction AB —

Xpn+1 = Xp + Th2 (Sf(tn—&-lvxn—l—l) + 8f (tnvxn) —f (tn—17Xn—1))
n=1,2,...N—1.

Boucnais FERRAHI
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Définition

Soit @ : [0, +0o[xR" x Rt — R" la formulation générale d'un
Schéma numérique prend la forme d’un algorithme permettant le
calcul des valeurs (xx)k=o,....» en utilisant la relation :

Xk+1 = Xk + h®P(tx, xk, hk)  Xo une approximation de x(tp)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Définition

Soit @ : [0, +0o[xR" x Rt — R" la formulation générale d'un
Schéma numérique prend la forme d’un algorithme permettant le
calcul des valeurs (xx)k=o,....» en utilisant la relation :

Xk+1 = Xk + h®P(tx, xk, hk)  Xo une approximation de x(tp)
Schéma converge si et seulement :

lim p ||x(tn)—xa|| =0 avec h* = sup hy
h*—0 et |x(to)—xo|—0 0<k<n 0<k<n-1
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Erreur de consistance :

Re = 5 be(tien) = x(8] = D(te, x50, )

Schéma consistant :

max ||Rk|| — 0 lorsque  max hy — 0
0<k<n-1 0<k<n-1
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Critére de consistance
Si ®(t,x,0) = f(t,x) pour tout (t,x) € [0, T] x R"
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Critére de consistance
Si ®(t,x,0) = f(t,x) pour tout (t,x) € [0, T] x R" On a:

tet1
x(trr1) = x(te) + f(s,x(s)ds
tk

et

Ri = i71k/t:k+1(f(5,x(s)) — & (te, x(t0), hi))ds
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Schémas numériques - Cas général

Critére de consistance

R — hlk/:“(f(s,x(s)) — F(t, x(t)))ds

1 tey1

i [ (Ftx(80) = Ot x(80), h))ds
k Jty

La fonction g : [0, T] x R" x R — R" avec

g(s,y, h) = f(s,x)—®(s, x, h) est continue et vérifie g(s,x,0) =0

D'ou :

Ve >0 da >0 Vhe < a ||f(tk,x(tk)) — P(tx, x(tx), he)|| < €
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Critére de consistance

alors
1Rel] < hlk /:“(f(s,x(s)) — F(th x()))ds + £

De plus, la fonction s — f(s, x) est continue et donc
uniformément continue sur l'intervalle [tx, tx1+1], par conséquent, il
existe 77 > 0 tel que pour tout s € [tx, tx+1] avec

hi = tkr1 — ti < mona ||[f(s,x(s)) — f(tx, x(tk))|| < €

En imposant supg<x<,_1 hx < min(c,n) on obtient :

||R|| < 2¢ pour tout £ >0 et 0 < k < n— 1. D'ou la consistance.
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Schéma donné par : xp et xk+1 = xk + heP(tk, Xk, hx). Son schéma
perturbé : yo et yir1 = yi + hi(P(t, Xk, ) + €k)

Schéma stable si il existe M; et Mo, indépendantes des hy, telles
ques :

sup |[xk — ykl| < Millxo — yol| + M2 sup  |[ek]]
0<k<n 0

<k<n-1
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Schémas numériques - Cas général

Théoréme de Lax

Une méthode numérique qui est a la fois stable et consistante est
nécessairement convergente.
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Théoréme de Lax

Une méthode numérique qui est a la fois stable et consistante est
nécessairement convergente. D'apres la définition de I'erreur de
consistance, x(0) et

X(tet1) = x(tk) + he[®(tx, x(t), hi) + Re]

Schéma consistant :

maxo<k<n—1 ||Rk|| —> O lorsque maxg<k<p—1 hx — 0

On pose yx = x(tx) et on déduite que le schéma défini par

yo = x(0) et yxr1 = yk + hi[P(tk, Yk, hk) + Rk] est un perturbé du
premier (avec Ry)
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Théoreme de Lax

Schéma stable : il existe My et M>, indépendantes des hy, telles
ques :

sup ||xk — ykl| < Mil|xo — yol| + M2 sup  ||Ry||
0<k<n 0<k<n—1

<k<n—

Pour e > 0, il existe h* tel que supg<j<,_1 ||R|| < 337 pour tout
h € [0, h*]
choisissant xo tel que |[xo — x(0)|| < inf(z37, h*) on déduit que :

sup ||xk — x(tk)|| <& d'ou la convergente
0<k<n—1

™ = = =
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Si ® est uniformément Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable, c'est a dire il existe L > 0,il existe h* tel que pour tout
h € [0, h*] et pour tout t € [0, T], y,z€ R" et on a

|®(t,y, h) = ®(t, z, h)|| < Llly — 2|,

alors le schéma (S) est stable.

La preuve de la proposition est basée sur le résultat suivant :
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COMPLEMENTS

Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Lemme discret de Gronwall. Soit (a,) une suite de réels positifs
vérifiant

ant1 < (l+A)a,+ B, avec A>0et B> 0,

ap donné.

Alors
nA

-1
4= eTB pour tout n € N.

a, < age™
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

La preuve se fait par récurrence.

Pour n = 0, la relation est vraie.

Supposons, par récurrence, que la relation vraie a I'étape n.
Pour tout x >0, 0na: 1+ x < e* donc :

nA_l
ani1 < (1+A)an + B < (1+A) (aoe"A+eB +B

A

onA e(mtDA _

Ce qui prouve le lemme.
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Schémas numériques - Cas général

Critére de stabilité

Lemme discret généralisé de Gronwall.

Soient (Un) e et (Va),en deux suites réelles positives vérifiant
pourtout n€ N, L >0et h, = th41 — ty:

Vat1 < (14 hpl) vy + up

Alors, pour tout n € N* :

n—1

vn < Vg exp (L (t,, = to)) aF Z Uy exp (L (tn = tk+1))
k=0

La preuve se fait par récurrence.
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Le cas n =1, on a bien v; < (1 + hol) vo + up < voexp (Lho) + uo.
Supposons, par recurrence, que la relation est vraie a I'ordre n.

Vot1 <(1+ hpl) vp + up < voexp [L (hp + t, — to)]

aF Z Uk eXp(L(hn A iy = tk+1)) —+ up

n
<voexp [L (tas1 — t0)] + > ukexp (L (tns1 — trr1))-
k=0

Ce qui termine la preuve.
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Démonstration du résultat principal.
Soit (S) le schéma donné par

Xk+1:Xk+hk¢(tk,Xk;hk) Vk=0,...,n—1,
(9w donne
o donnée

et soit (S’) son perturbé par ¢ :

(s) { Vi1 = Yk + b [® (tu, yie; hie) +ex] Yk =0,...,n—1
yo donnée
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité
Alors

Vi1 — X1 = Yk — Xk + b [ (tie, Yie; hie) — D (tw, Xie; hi)] + heex

Cas 1 : Supposons que le pas h est constant et dans ce cas
h = T /n. Posons Supg<x<,_1 |/ek|| = € on obtient alors

lvk+1 — Xe+1ll < llyk — xkll + A ||P (tk, yo; h) — @ (e, xi; h)|| + h ek
< (L+ hL) |lyx — x«ll + he
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Soit maintenant ax = |lyx — xk||, alors la derniére inégalité s'écrit
sous la forme suivante :

ag+1 < (1+ hL)ax + he, pour tout k =0,1,...,n— 1.

D'apres le lemme discret de Gronwall on aura pour tout

k=0,1,....,n.
khL nhL
e —1 e —1
a, < aoekh" + ——e< aoe"h" + Ts
TL
e'-—1
< aoeTL + —=
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

c'est a dire
Supo<k<n 1 vk — x|l < My llyo — xol + M2 Sup  |lex||, My = e
0<k<n—1

ELL |

ethZT

Ce qui prouve la stabilité de la méthode.
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Schémas numériques - Cas général

Critere de stabilité

Cas 2 : Si le pas est variable, on pose
Vie = Iy = xkll, uk = hic ||l
et alors on a la relation suivante
Vikr1 < (14 hgl) vk + ux  pour tout k =0,1,...,n— 1.

Grace au lemme général on déduit que

k—1
vk < exp(L(tx — tp)) VO+Z upexp (L(tx —tp41)) pourtout k =1,..

p=0
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Schémas numériques - Cas général

Critére de stabilité

Orty—to<th—to=T,tk —tpp1 <th—to=T et

Z,’Zo1 hi <SP dhi=T
s = hullal S, by Supocy el pour 0 p< k-1

<k<n-—-1
D'ou on déduit que :

SUP llyk —xill < € llyo — xoll + TeLT Sup e
n
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