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Exercice 1.
- Construire le polyndme d’interpolation P basé sur le systéme de trois points : (0,2), (1,1) et (2,2),
en utilisant les trois méthodes (directe, Lagrange, Newton). Déterminer P3 basé sur : (0,2), (1,1),
(2,2) et (3,3).
Exercice 2. Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau ci-dessous
(z|0]2]3]|5] flx)|-1]2]9]87]

Exercice 3. Déterminer le polyndme d’interpolation de Lagrange P (z) de f(z) =

—~

par rap-

1+z
port aux points 0; 3 15 1. Représenter sur un méme graphique ce polyndme et la fonction interpolée f.

- Comparer, a I’aide d’une calculatrice, f(3) et Pa(3).

- Rappeler la formule de I’erreur et donner une majoration de | E'(x)

- Evaluer I’erreur commise en considérant les points support : 0, i,
Exercice 4. On consideére une fonction f définie sur Iintervalle |2

suivantes :

|f(z) = Py(x)].
et 1.

] dont on connait les valeurs

Mw I

|
1
2°
)

f(2) =52, f(2.1) =64, f(2.2) =58, f(2.3) =6.1et f(2.4) =6

1) Etablir le tableau des différences finies de f;

2) En déduire le polyndme d’interpolation de Newton de f d’ordre 4, associé aux points o = 2,
1 = 2.1, 29 = 2.2, x3 = 2.3 et x4, = 2.4. Peut-on donner, a partir du tableau précédent, les
polyndmes d’interpolation par rapport aux points g, -1, T2 €t x3? et par rapport aux points x1,
T9, T3 et x4 7 Expliquer la réponse.

3) Donner une valeur approchée de f(2.25) et une majoration de I’erreur | f(x) — Py(z)| si f est de
classe C°.

Exercice 5. Pour calculer le zéro d’une fonction f(z) inversible sur un intervalle [a,b] on peut
utiliser I’interpolation : apres avoir évalué f sur une discrétisation z; de [a, b], on interpole ’ensemble
(y; = f(x;), ;)" et on obtient un polynéme p(y) tel que : f(z) = 0 < = = p(0).

1) Utiliser cette méthode pour évaluer 1’unique racine r de la fonction f(z) = exp(z) — 2 dans
I’intervalle [0, 1] avec trois points d’interpolation ;

2) Comparer ensuite le résultat obtenu avec 1’approximation du zéro de f obtenue par la méthode de
Newton en 3 itérations a partir de zy = 0.

Exercice 6. Ladivision Euclidienne d’un polynéme V' par un polyndéme ¥ non nul consiste a écrire
(d’une maniere unique) V' sous la forme V' = Wgq + r ou ¢ et r sont deux polyndmes, le second
vérifiant deg(r) < deg(W); ¢ est le quotient de la division euclidienne de V' et W et r le reste de
cette division.

1) Montrer que si W (z) = (z — ag)(x — a1)(z — ay) alors r est le polyndme d’interpolation de V'
aux points (ag, ay,....,aq);

2) Utiliser une division euclidienne pour calculer le polyndme d’interpolation de Lagrange de V' (z) =
x® — 3x* +x — 3 aux points —1, 0, 1, 2. Vérifier le résultat obtenu.

Exercice 7. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = 2 — 3z%:

1) Calculer le polyndme F, qui interpole f au point d’abscisse xy = 0. Puis P; aux points xy = 0 et
T =1;

2) Calculer le polyndme P» qui interpole f aux points d’abscisse xo = 0, vy = 1l et x5 = 2;

3) Calculer le polyndme F,, n > 3 qui interpole f aux points d’abscisse zo = 0, x1 = 1, 5 = 2,

-, et ¢, = n. Est-ce que le résultat est vrai pour une fonction f quelconque.
Exercice 8. Soit f une fonction de classe C?, définie sur [0, 3] et & valeurs réelles.

1) Déterminer le polyndme d’interpolation de f, noté P,(.), qui prend les méme valeurs que f(.) en
N1 Q.




2) Déterminer la méthode de quadrature élémentaire obtenue en remplagant ’intégrale de f(.) sur
[0, 3] par celle de P,(.). Montrer que 1’ordre de la méthode est égal a 2.

Exercice 9. On se place dans [—1, +1]. Calculer les polyndmes de Lagrange associés aux points
11
-1, —=, =, 1};
{ Y 3 Y 3 7 }

1) En déduire le polyndme d’interpolation, P;, de degré inférieur ou égal a 3 d’une fonction f définie

sur [—1, +1], associé aux points {—1, —3 3 1};
2) Décrire la méthode de quadrature sur [—1, +1] obtenue en remplagant I’intégrale de f par celle de
P5. Quel est I’ordre de cette méthode ?
Exercice 10. Estimer f05/ ? f(z)dx a partir des données suivantes :
(z]of1/2[1]3/2]2]5/2] f(=) | 5]2]2]1,6364]1,2500 | 0,9565 |
en utilisant : La méthode des rectangles a gauche composite, méthode des rectangles a droite compo-
site et méthode des trapezes composite.

Exercice 11. Estimer, a I’aide des théoremes du cours, le nombre de sous-intervalles n nécessaire

. o 4 . e
pour obtenir une approximationde : [ = [ 01 mdm avec une erreur moindre que 1072, en utilisant :
x

La méthode du point milieu combinée, du méthode des trapezes combinées et méthode de Simpson
combinée. Commentaires ?
Exercice 12. Soit f une fonction C*(R,R). On se donne les points {z; }, de subdivision uniforme

) e ) —a , )
de I'intervalle [a, b] définis par x; = a + th avec h = ——. Le but de ’exercice est de trouver une
m

formule de quadrature composite pour approcher I’intégrale fab f(x)dx :

1) Ecrire le polyndme P(.) qui interpole f aux points 0 et 1;

2) En déduire une formule de quadrature basée sur 1’approximation : fol fz)dz ~ fol p(z)dz et
étudier le degré de précision de cette formule de quadrature;;

3) A l’aide d’un changement de variable affine, déduire une formule de quadrature pour I’intégrale
55 fa)da

4) En utilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le
calcul approché de I’intégrale fab f(x)dx. Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?

Exercice 13. Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :(PC) y/(t) + 10y(t) = 0 et y(0) =

Yo >0

1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier ¢, = 0) et y,, une
approximation de y(t,,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢,, et t,,, 1 puis en utilisant la méthode du trapeze pour
calculer f;”“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,, a partir de y,, ;

3. Montrer que la suite (¥, ),en est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction
de h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour tout h > 0;

4. Sous quelle condition sur /» > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expres-
sion de y,, en fonction de n.

Exercice 14. Considérons le probleme de Cauchy : trouver y : [to, 7] — R tel que y'(t) =
f(t,y(t)), t > toety(0) = yo. Supposons que ’on ait montré I’existence d’une unique solution

y. Le principe des méthodes numériques est de subdiviser I'intervalle [to, T'] en m intervalles de lon-
T — 1

gueur h = = t;+1 — t;. Pour chaque noeud ¢; = to + ih, (1 < i < m) on cherche la valeur

inconnue y; qui approche y(t;). Rappelons que I’ensemble des valeurs {yo, y1, -..., Ym } représente la
solution numérique du probleme.
Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur 1’intégration de
I’équation différentielle y/(t) = f(¢,y(t)) entre t; et t; o : c’estadire : y(t;12)—y(t;) = ftii“ f(t,y(t))dt
1. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire
un schéma numérique explicite permettant de calculer y;,- a partir de y;.1 et y;. Notons que ce
schéma a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une
prédiction d’Euler progressive ;



2. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y;,o a partir de y;.1 et y;; Notons que ce
schéma a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors y, = y(0) et y; sera approché par une
prédiction d’Euler progressive ;

3. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.

Exercice 15. Soitle probleme de Cauchy défini sur [0, 10], par :¢/(t) = —y(t), t > 0ety(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probleme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire 1a méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordi-
naire ;

3. En déduire une formulation du type : y; 11 = g(h, i) avec g(h, ¢) une fonction a préciser (autrement
dit, I’itérée en ¢; ne dépend que de h et i et ne dépend pas de y;);

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues en utilisant la méthode
explicite d’Euler avec h = 2.5, puis avec h = 0.5.

Equipe pédagogique : MM. Ferrahi, ElYazidi et Aznay—Ressources pédagogiques disponibles sur Moodle et www.ferrahi.n
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Exercice 1 :
- Construire le polyndme d’interpolation P basé sur le systéme de trois points : (0,2), (1,1) et (2, 2),

en utilisant successivement les trois méthodes (directe, Lagrange, Newton).

Méthode directe : Py(x) = ax* + bx + c et donc :

Py(0) =2 c=2, c=2,
Py(1) =1 = atbtc=1 = ¢ a=1
Py(2) =2) 4a+2b+c=2 b= -2

Soit :
Py(z) = ax® +bx +c= 2> — 20 + 2

Les polyndmes de base de Lagrange sont donnés par :

(x—1)(x—=2) 1
Lo(z) = 0—D0-2) 2(1‘ — 3z +2)
_(@=0@=2) _ 2
Li(z) = =021 =2r—x
(z—0)(z—-1) 1 ,
B =g oen T2 Y

et:
1 1
PQ(x):2L0(x)+L1(x)—|—2L2(x):22(x — 31 +2) + 2z — a? +22(x —x) =222 +2

M¢éthode de Newton : Calculons d’abord les différences divisées :

1 _ I-=D _
212 54=1 55 = 1

et:
Pz)=2x14+(-1)x(z-0)+1x(x=0)(z—-1)=2—z+a2* —x+1=2"-22+2

- Déterminer le polynome d’interpolation P; basé sur le systeme de points : (0,2), (1, 1), (2,2) et
(3,3).
Le meilleur choix et d’appliquer la méthode de Newton, en complétant le tableau précédent avec le
point (3.3). Méthode de Newton : Calculons d’abord les différences divisées :

012
1|1 ==-1
T —(=1)
A1 = EI = L]
313] 55 510 |55=3
1 1
Pg(x):2—(1:—1:0)+1(1:—x0)(1:—x1)—g(x—xo)(x—xl)(x—xg):2—x+x(a:—1)—§x(x—1)(x—2)

-1 . -8
Ps(x) = ?xd + 227 + STt 2



Méthode directe : Le polyndome P; s’écrit :

Py(z) = az® + ba® + cx + d

On a
f0)=2=d= d=2 d=2
f)=1=a+b+tc+d=1 N a+b+c=-1 N a+b+c=-1
f2)=2=8a+4b+2c+d=2 8a+4db+2c=0 6a+20=2  E3-2E2
f8)=3=27Ta+9+3c+d=3 27a+9b+3c =1 24a +6b=4  E3-3E2
et
d=2 d=2 d=2
a+b+c=-1 N a+b+c=—1 N c=3
6a + 2b =2 6a + 2b =2 b=2
24a + 6b =4 6a = —2 E4-3E3 a = _?1
Donc :

—1 -8
Py(z) = ?x?’ + 227 + 3¢ +2

Méthode de Lagrange : Calculons d’abord les polyndmes caractéristiques de Lagrange :
— — — —1)(x—2)(x — -1
Lo(z) = (z—w)(@—m)(w—25) (z-1)(x-2)(x—3)

o= m)(mo —a2)(o—25) ~ (1= DO=2)(0-3) ~ 6 6@ FHr=0

 e—me—m)e—m) _ (@—0@-2w=3) 1, _,
@) = G T o) ro— )~ I—0)A—2)1—3) 3 ~ 5 +62)
J(x—3) -

)

)

( e

(z2 — o) (w2 — 1) (T2 —23)  (2—0 (2—3) _7(37 — 4a° + 3x)
Ly(z) = (x — zo)(x — 1) (2 — 22) (z—0 ))

(2133 — .230)(5133 — 2131)(.233 — ZL’Q) (3 -0

(z-1(@-2) 1 ; 2
B-1)(3-2) —a(x — 32" + 27)

)

)
Lo(z) = (x — o) (2 — 21) (2 — 23) _(x_oii _1

)

)

P3(x) = 2Lo(z) + 1Ly (x) + 2Lo(z) + 3L3(x)

1 1 1 -1 -8
Py(z) = ?(x3—6x2+11:v—6)—|—§(333—5a:2+6x)—(x3—4x2+3x)+§(x3—33:2+2x) = ?w3+2x2+?x+2
Exercice 2 :

Déterminons es polyndomes caractéristiques de Lagrange et formulons le polyndme d’interpolation

Py(x) :
Lo(z) = % — ?;g - ;)’;Eg:;) & 51:_2?“ =5 _ ;—g («* — 1022 + 312 — 30)
by D) b 19) 1
Ly(z) = ((z — g;g — ;ig:;) _ o _jg 10 _ %1 (z° — 722 + 10z)
Ly() = g — 8;% - ;;g _;’)) s _3233 9 _ % ( — 522 + 62)
Py(x) = if(%)Lz(l")

Pi(z) = % (2° — 102” + 31z — 30)+§ (2° — 8% + 15x)+%9 (2 — 72> + 10x)+§ (2 — 5a® + 62)

30
53 253
P. o B 2 b |
3(x) 30% Tx” + 30 %



Exercice 3 :
Déterminer le polyndme d’interpolation de Lagrange P»(x) de f(z) =
0;3; 1.
Polyndmes caractéristiques de Lagrange par rapport aux points 0; 3 qetl:
(x—3)(z—-1) 4(2 7 3)

L) =m0y ~3\" "1" 71

ar rapport aux points
1+a p pp p

Donc le polyndmes d’interpolation par rapport aux points (0,1), (3,2) et (1, 1) est donné par :

Représenter sur un méme graphique le polyndme et la fonction interpolée ;
Les deux courbes passent pas les trois points (0, 1), (3 e 7) et (1, ) mais elles ne sont pas confondues,
il faut ajouter d’autres points (par exemple, 0.1, 0.2, 0.3,...) pour pouvoir ajuster la représentation. Il
faut bien choisir I’échelle sur I’axe des ordonnées pour pouvoir distinguer les deux courbes ? elles ont
trois points en commun mais leurs différence est réduite (égale a I’erreur!).
Agrandissement de la représentation dans la partie [0.8, 1]

™
0

c_P

0.8
07 c
0.6
0.5
0.4
03
0:2

01

Comparer, 2 Iaide d’une calculatrice, f(3) et Pa(3);

1. 2 1. 19
f<2) 5 ~ 0,666667 e 2(2) 55 ~ 0,67857

La différence entre les deux valeurs est d’ordre 0, 01 on peut dire qu’elles sont égales a 1072 pres;

Rappeler la formule de I’erreur et donner une majoration de |E(z)| = |f(x) — Py(z)];
Formule générale : Il existe £ entre compris entre le plus petit et le plus grand points d’interpolation
(si les points sont ordonnés du plus petit au plus grand, en peut écrire £ € [z, x,,]) tel que :

Bo(o)] = |f(@) — Pa@)] = | — 20) (& — 1), (& — )] Ho O]



0.5

048

046

044

0.4

038

Concernant f et P, il existe £ € [0, 1] tel que :

3) (3)(9)
B>(@)] = |f(x) = Pa(a)| = |($—$0)($—$1)($—$2>’% = lafx — (e -
Ona:

(1+2)? (1+2)3 (1+x)* (1+z)5

T
On en déduit que £ est croissante et pour x € [0,1] on a f®(0) < f&(x) < fO(1) soit —6 <
FO@) < 58

Finalement,

:1—i—x

FDE] < sup [fD(x)| =6

xz€(0,1]
et,
3
|Ez(2)] < Ja(z — )z = 1)

= L ~ 0,0625 qui est une majoration de la valeur exacte donnée

A titre d’exemple, |Ex(3)| < 535 = 15
par | Ex(3) = [£(3) = Pa(3)| ~ 0,01
4) Evaluer I’erreur commise en considérant les points support : 0

cours, il existe £ € [0, 1] tel que :

11 3

s 10 3> 5 et 1. D’apres la formule du

(5)
@) = 1f(2) ~ Pia)| = (e~ D)o~ )~ - )L
Ona: 24 120
fW (@) = Aty R 1+
et avec un calcul d’encadrement, nous avons successivement :
6 ¢ 1 1 5 —120
0<e<l 1<l+r<2 1<(1+2)°<2" =< A+ 2] <1 —120gf<>(x)§6—4
et
IFO© < sup |fP(x)] =120
z€[0,1]
Finalement,
1 1 3
Bu(o)| = 1f(x) = Pa@)] < |z = )@ = 5)@ = D)@ = 1)



Exercice 4 :

1) Etablir le tableau des différences finies de f;

ZT; f(x,) DD1 DD2 DD3 DD4
2 0,2 — — — —
2,1 6,4 | &2 =12 — — -
22| 58 |BEU = 6| EE= 00| - -
6,1-58 _ 3—(=6) _ 45490 __
2,3 6,1 2,3-22 3 23-2,1 45 2,:;12 = 450 - B
6-6,1 —-1-3 __ —20-45 __ —650 | —3—450 _ _5000
2,4 6 24-23 —1 24-22 — —20 24-21 — 3 32,4—2 — 3

2) En déduire le polyndme d’interpolation de Newton de f d’ordre 4, associé aux points xqg = 2,
T = 21, To = 22, T3 = 2.3 et Ty = 2.4.
Le polyndme d’interpolation est donné par la méthode de Newton :

5000

Py(x) =5,2412(2—2)—90(z—2)(z—2,1)+450(x—2) (x—2, 1) (z—2, 2)—T(x—2)(x—2, 1)(z—2,2)(z—2,3)
Py(z) = 5,2+ 12(x — 2) — 90(x* — 4, 1z + 4,2) + 450(2* — 6, 32% + 13,222 — 9,24)
5000
———7;—(x4——8,6x3%—27,71$2——39,646x—%21,252)
5000 43000 138550 198230
Py(z) = ———a* + 2°(——— + 450) + 2*(— — 2835 — 90) + x( + 5949 + 369 + 12)
106260
+(— — 4158 — 378 — 24+ 5,2)
50002 443502% 14732522 2172200 199874
Py(z) = — ——g -

3

3

Ou en valeurs approchées des coefficients :

5

Py(z) = —1666.67x* + 14783.32° — 49108.327 4 72406.7x — 39974.8

Peut-on donner, a partir du tableau précédent, les polyndmes d’interpolation par rapport aux
points xg, 1, Ts €t x3?
Oui, 1l suffit de d’utiliser le tableau pour les différences divisées des 4 points au lieu de 5 points
(en supprimant x4, toute la ligne est a supprimer) :

v | f(r;)| DDy DD, DD; DD,
2 | 5,2 — — — -

2,1 6,4 | 522 =12 — — —

2.2 58 225:3,411 S ;621122 —_90 — _ Donc :
23] 6,1 | =58 =3 | 550 =45 | 50 =450 -
24| K 1 1| 5 =20 | 5 5 EMO ——5000

Py(x) =5,24+12(x —2) — 90(x — 2)(z — 2,1) + 450(x — 2)(x — 2,1)(x — 2,2)

22774

Z%(x)::450x3——2925x2%—6330x——-—E;—

Par rapport aux points x1, o, 3 et x4 ? Expliquer la réponse.
La réponse est aussi oui mais avec une méthode différente : en effet, lorsqu’on supprime x, il
en suffit pas de supprimer la lere ligne mais toutes les différences divisées qui utilisent xy (la
premiere valeur de chaque colonnes!!) :

€T; f(l’@) DD1 DD2 DD3 DD4
R - - - -
2,1 6,4 | Z=22=12 - - -
2,2 5,8 [ 3521 =—6] 5 =00 — —

6,1-58 3—(—=6) _ 0
2,3] 6,1 2,3-22 _ 3 23-21 45 %@ i ~

6-6,1 _ —-1-3 __ —20—45 __ —650 | —3 —430 __—=5000
2,4 6 24-23 —1 24-292 —20 24-21 3 /344?




Donc :

Pla) = 6,4 — 6(z — 2,1) + 45(z — 2,1)(2,2) — ?@c C 1) —2,2)(z — 2,3)

10030z 12646

_ 65023 n
3 5

Py(r) = —— + 14752% —

Remarque : La méme méthode est a utiliser si nous supprimons plusieurs points du début ou
de la fin du tableau, par contre, nous ne pouvons pas utiliser le méme tableau pour déduire les
différences divisées lorsque nous supprimons un point du milieu du tableau. Par exemple, pour
o, T1, T3 et x4 1l faut refaire les calculs des le début ! !

3) Donner une valeur approchée de f(2.25) et donner une majoration de I'erreur | f(z) — Py(x)| si f
est de classe C°.
Ona: f(2.25) ~ Py(2,25)

et, il existe & tel que :

|f(5)(€)|

[f(@) = Pa2)] = |(z = 2)(z = 2,1)(z = 2,2)(z = 2,3)(z = 2,4)|7;

7() — )] < Srl(x —2)a 2, 1)( ~ 2,2)(x — 2,3)(x —2,4)

avec : M = sup,¢ja.0 4 O ()]

Remarque : Nous pouvons aussi donner une approximation de f(2.25) en utilisant Pj(.) et
P3(.)-

Exercice 5 :
Pour calculer le zéro d’une fonction f(x) inversible sur un intervalle [a, b] on peut utiliser I’in-
terpolation : aprés avoir évalué f sur une discrétisation x; de [a,b], on interpole I’ensemble
(y; = f(x4), ;) et on obtient un polynéme p(y) tel que : f(z) = 0 < x = p(0).
1) Utiliser cette méthode pour évaluer I’unique racine r de la fonction f(z) = exp(x) — 2 dans
I'intervalle [0, 1] avec trois points d’interpolation ;
Localisation de la racine : Soit f(z) = e* — 2, f est une fonction continue croissante (car
fl(x)=¢e*>0)et f(0)f(1) = (—1)(e — 2) < 0 donc I’équation f(x) = 0 admet une racine
unique = € [0, 1]
f estinversible (admet une fonction réciproque) car f est une bijection (continue + croissante)
de [0,1] vers [-1,e — 2].
Discrétisation de I’intervalle en trois points (n = 2) et x; = 0 + z(%) = % donc xy = 0,
T = % et xo = 1. Le tableau des valeurs de f(x;) :

yi=flx;) | —1]ez —2|e—2
Le tableau inversé (les valeurs (y;, f~(y;) = x;))

Y —1l|ez2—2|e—2
Le polyndme d’interpolation P (z) sur la base des points y; et les valeurs z; = f~*(y;) est une
approximation de f~!(z) (nous pouvons le calculer par n’importe quelle méthode d’interpo-
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Yi | DD, DD,
1 0 _ _
T
er—2| b 2= L ~0,345 -
e2 —2+1 2(e2 1)
3 3
e—9 |1 -5 _ _ 1 ee? 21 _ 1 (L — L )= 1 2eZ-1-e
6—2—(6%—2) 2(6—6%) e=2+1 2(e-1) e—e% e%—l 2(e-1) e%—Qe—&-e?
1
. 1 —(e+1—2e2) -1 ~
~ 2(e-1) e%(e—Qe%—s—l) B 26%(6—1) B 07 176
Donc le polynéme d’interpolation sur la base des (y;) est donné par :
1 1
Pz) =0+ —F—(@—y) - —F—@ —w)(@z—n
(@) = 0 5 (o= w) = e = = )
1 1
Pz) =0+ ———@+1) — —F———(@+1)(r —e2 +2
2(2) 2(6%_1)( ) 26%(6_1)( ) )
(T = i — £1(0) ~ __ 11 b _ _ePtedetin
Ona: f(z)=0<z=f10) ~ P0) = 2 26%(6_1)( ez +2) = % T STy

Soit: x ~ 0,708

2) Comparer ensuite le résultat obtenu avec 1’approximation du zéro de f obtenue par la méthode
de Newton en 3 itérations a partir de o = 0.
D’abord, vérifiant les conditions de convergence : f est de classe C* avec f(z) > Oet f"(z) >
0 par contre f(xg) = f(0) = —2 calculons z; : 1 = zo — f}"f(’“x)lj =0—-12 =1let
f(z1) = e —2 > 0 de méme signe que f”(x). On en déduit que la méthode de Newton
converge vers Z et une valeur approchée apres trois itérations est donnée par x3 avec :

_9 2 _ 9
0736 et 1y = g — <

~ 0.694

.Z'Qzl—

Exercice 6 : La division euclidienne d’un polyndme V par un polyndéme W non nul consiste a
écrire (d’une maniere unique) V' sous la forme V' = Wgq + r ou ¢ et r sont deux polyndmes, le
second vérifiant deg(r) < deg(W); q est le quotient de la division euclidienne de V et W et r le
reste de cette division.

1) Montrer que si W(x) = (z — ao)(z — a1)(xz — aq) alors r est le polyndme d’interpolation de
V aux points (ag, a1, ....,aq);
Soit P;(z) le polyndme d’interpolation de V' () par rapport au points ag, a1,...,aq alors, on a :

Py(a;) = V(a;) = q(a;)W(a;) + r(a;) i=0,1,..d
Or,
W(a;) = (a; — ag)...(a; — a;)...(a; —aq) =0 1=0,1,....d
On en déduit :
Py(a;) = r(a;) i=0,1,...,d= (P;—r)(a;) =0 1=0,1,...,d

Remarquons que le polyndme d’interpolation Py(x) est de degré au plus égal a d et le reste de
la division euclidienne est strictement inférieur au degré de V' (x) (qui égal a d + 1).

Donc, le degré du polyndme (P; — r)(x) est de degré au plus égal a d et ayant d + 1 racines
(ag,-.-,aq), on en déduit que ce polyndme est le polyndme identiquement nul : (P, —r)(x) =0
et Py(z) = r(z). (Un polyndme non identiquement nul de degré n ne peut pas avoir plus de n
racines).
2) Utiliser une division euclidienne pour calculer le polyndme d’interpolation de Lagrange de
V(x) = 2° — 3z + z — 3 aux points —1, 0, 1, 2. Vérifier le résultat obtenu.
11 suffit d’effectuer la division euclidienne de V' (z) par W (x) avec



Ona:
V(z) = (z — )W (x) + (—2° — 32% + 32 — 3)
Donc :
Py(z) = —2® — 32* + 32 — 3
Pour vérifier le résultat, il suffit qu comparer les images des points x; utilisant V' (x) et Ps(z) :
Py(0) = —3=V(0), P(1)=—-4=V(1), Py(-1)=-8=V(=1),..

Exercice 7 :
Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 2 — 3z?%:
1) Calculer le polyndome F, qui interpole f au point d’abscisse xy = 0;
Le polyndme P, est de degré zéro donc égal a une constante et il prend la méme valeur que f
au point xy = 0 :

Po(z) = Py(wo) = f(zo) = f(0) =2
2) Calculer le polyndme P; qui interpole f aux points d’abscisse xo = 0et x; = 1;
Utilisant, par exemple, la méthode de Newton :
0 2 —
1| -1 [=2=2=-3

Donc :
P(z)=2-3(x —x9) =2—3x
3) Calculer le polynome P, qui interpdle f aux points d’abscisse o = 0, x1 = 1 et 29 = 2;
Complétant le tableau précédent en ajoutant la ligne x5 = 2 :

2 — —
1| -1 | 532 =-3 —
10 | % =9 | FH=-3

Donc :
Py(1) =2 —3(x —x0) — 3(x — x0)(x — 1) =2 — 32 — 3w(z — 1) = 2 — 32 = f(2)

Le résultat précédent est tout a fait normal car f est un polyndme de degré 2 et on ne peut pas
trouver une meilleur approximation de f par un autre polyndme de degré 2.
4) Calculer le polynome P,, n > 3 qui interpole f aux points d’abscisse xg = 0, 21 = 1, x5 = 2,
-, et x,, = n. Est-ce que le résultat est vrai pour une fonction f quelconque.
Remarquons que nous ne pouvons pas faire des calculs (car le nombre de points n’est pas
fini!), par contre, on a :

Py(x;) = f(x;)) = (Po— f)(z;)) =0 i=0,1,..,n
f(z) est un polynome de degré 2 et P,(x) est un polyndme de degré n > 3 donc (P, — f)(x)
est un polyndome de degré n ayant n + 1 racines (zg, Z1,...,Z,). On en déduit que :

(P, — f)(x)=0 et P,(x)= f(x)
Exercice 8 :
Soit f une fonction de classe C3, définie sur [0, 3] et a valeurs réelles.
1) Déterminer le polyndme d’interpolation d’ordre 2 de f, noté P(.), qui prend les méme valeurs
que f(.)enz =0,1,3;

Ona:
(x —1)(x 3) 1

- (0—1)(0 3) 3




Donc :
Py(x) = f(0)Lo(x) + (1) Li(z) + f(2)La(x)
2) Déterminer la méthode de quadrature élémentaire obtenue en remplagant 1’intégrale de f(.)
sur [0, 3] par celle de P»(.);

/f dwN/ Py(x) = /(f(O)Lo(fC)+f(1)L1(x)+f(2>Lz(w))dw

— (0) / Lo(x)dz + f(1) / Li(x)dz + f(2) / Lo()dz
Ona:

3 31 1 [23 3277
/0 o(x)dx /0 3(ZU x + 3)dx 3 {3 x° + 2}0 0
3 31 3 3a? 9
L = | —(@*-31)=-12|%> - —=| ==
/0 1(w)de /o y (=3 [3 2]0 1

3 31 o 221 3
L = Pea) =16 |5 -5 =<
/0 o(z)dx /0 6(3: x) 6 { 3 5 L 1

Donc, on obtient la quadrature suivante :

Pyfa) = F(0) % 0+ (1) x | + f(2) x 3 =3(0 % J(0) + 5 x f(1)+ 1 x )

avec wp = 0, w; = % et wy = }L
Remarque : cette quadrature est différente de celle obtenue avec la méthode de Simpson
(Newton-cotes, n = 2) car la répartition des points dans ’intervalle n’est pas uniforme :
2—1=1#2=2-0.

3) Montrer que I’ordre de la méthode est égal a 2.
Si f est un polyndme de degré 0, 1 ou 2 alors P(x) = f(z) et la quadrature est exacte :

/03f(x)dx _ /03 Py()

Donc, I’ordre de cette méthode est au moins égale a 2. Il suffit maintenant de trouver un

exemple d’un polyndme de degré 3 telle que la quadrature ne soit pas exacte : Si f(z) = 23,

ona: 5
217 81
Yz = |—| =—
/f = [5],73
90

30 % £(0) +2 x F(1) + 7 % F2) =3 + 7 % 21) = 0 # / f(z)de

Donc la méthode est d’ ordre 2.
Exercice 9 :  On se place sur I'intervalle [—1, +1] :

1) Calculer les polyndmes de base de degré 3 associés aux points {—1, —%, %, 1} ;
C+Pe-He-1 -1,
Lo(z) = C1+ %)(_1 — %) 1o = 1_6(937 —1)(z—1)
L) = e = - 1) - )
(t+ D@+ HE-1) -9
Ly(z) = D+ =1 = 1—6(1: - 1Bz +1)



(r+DE+5)@-35 1 2
2) En déduire le polyndme d’interpolation, Ps, de degré inférieur ou égal a 3 d’une fonction f définie

1};

sur [—1, +1], associé aux points {—1, — 33

1
Pyfa) = F(~1)Lofw) + f(~3)La(@) + F(3)Eala) + F(1)Ea(a)
3) Décrire la méthode de quadrature sur [—1, +1] obtenue en remplacant ’intégrale de f par celle de
P5. Quel est I’ordre de cette méthode ?

1

/_1 flx)dx ~ f(—1) /1 Lo(z)dx + f(—%) /_11 Ly(x)dz + f(%) /_11 Ly(x)dx + f(1)/ L(z)dx

1 -1 -1

Ona: 1 1
/_1 oz )d$—1—61 (9;p2_1)(g;_1)dx:i
/_1L()d:v—% (33;_1)(1,2_1)dx:z
/1 Ly(z)dx = 1—6 71(x2 — 13z + 1)dx = 2
/_1 Ls(z)dz = 1_16 _l(x +1)(92% — 1)da = i

D’ou:

1 1 3,—-1. 3,1 1
e =25+ gl 5l 5) 5/

Cette quadrature (méthode de Simpson %) est donnée sur un intervalle [a, b] :

—5) + £(b)

Cette méthode est d’ordre au moins égal a 3 (si f est un polyndme de degré 3 alors f(x) = Ps(x)
et au plus égal a 4 (résultat général de la méthode de Newton-cotes).

Soit f est le polynome de degré 4 tel que f(x) = 2%, ona:

! 2, 2 14
I:/lf(x)dx:[g]_1:5:£

1 3. —1 3 1 1 1 14

—f(—=1 —f(— - — 4+ —+1)=—=#£1
Donc, la méthode est d’ordre 3.

Exercice 10 :

[ e =L@+ s D5+ stk 2 50 4

I, =

Estimer fo x)dx a partir des données suivantes :
x 0|51 2 2 2
f(x) | 2]2]2]1,6364]1,2500 | 0,9565

en utilisant :
1. La méthode des rectangles a gauche composite ;
Ona:

/02f(a:)dac:/jf(:c)d:c+[f(ac)daﬁt/1g f(x)dx+ﬁ2f(x)dx+/jf(gy)dg;
[ dmN/f dx—i—/f dx—l—/f dx—l—/ dx+/f



/ F)dz ~ £(0) / do + f( )/;d:w—f(l)/lgdx+f(g)/;d:v+f(2)/fdm
/Of(x)dx

[\J|>—t

{f( )+ f( )+ f(1)+f(§)+f(2)} 2%[;+2+2+1,6364+1,2500]

0

=i n=>5a=0+ih=}%aveci=0,..5

/ flx xNhZfaz _hZf

2. La méthode des rectangles a droite comp0s1te

/ ! faydo = / ! fa)do + / ' fla)da + / )+ / " Fw)de 4 / o)
/f dl""/f%dl"f-/f dx+/f dx+/f dx+/f
/f —/dx+f()/dx+f()/1dx+f()/dx+f()/de

/0 f(z)da ~ [f( )+ f(1) + f(§)+f(2)+f(g)} ~ 5 [242 41,6364 + 1,2500 + 09565

%[ +ﬂyh+ﬂﬂ

[SIE
oot

l\DI»—l

5
/2 Flz)dr =~ 3,92145
0

Utilisation de la formule du cours : h = 1

ln=50a=0+ih==%aveci=0,..5

[ e =Y @) =nY 15 =5 |15+t @+ 1)

3. La méthode des trapezes composite.

/f w_/f ydz + V@w+/%@m+/vmm+/%@w

1
2
1

/ dx~/ 1O +7) +f(%)d+ %
0

wl
\
\
+
&H
wlw
\
\
tolw
_|_
\

dx+f(%)+2rf(1) / d:Hf(l);rf(%) [l @200

3
2

c\
[N]]
=
=
IS8
&
|
| =
=
=
_|_
=
N[
i
N
~—
_l_
=
\_/
i
—
~—
_|_
=
N
~—

LG+ f(2)  1f(2)+f(3)
2 2 *3 2 *3 2




—_

3 3 1
/2 f(a)de = (5 +0.9565) + (2 +2 + 16364 + 1.25)
0

5
/ " f(x)dr =~ 4,057325
0

Utilisation de la formule du cours : h = 1, n =5, a; =0+ ih = £ avec i = 0,...5

[ #@de = S5t + @) + 13 fla) = {00+ Q)+ 5 D)

= SO+ G+ 5 [ 15+ 1)

Exercice 11 :
Estimer, a I’aide des théorémes du cours, le nombre de sous-intervalles n nécessaire pour obtenir une

approximation de :
Loy
I = / dx
0 1 + lL’2

avec une erreur moindre que 1072, en utilisant :
1. La méthode du point milieu combinée ;

b—a,b—a
B = 2| g/
n= o Y )
Pone: 1-0,1-0 1
E = B B 21 £ - "
n= o I = ()l )
cherchons une majoration de | f”(n)|,
—8x
1Y —
f (33) - (1+l‘2)2
247% — 8
" —
3 _ (1-a?)
On en déduit : |f"(n)| < 2et:
X 0 1
) +

Fi2lly) 2

-~ 1-8
1 1 1 1
E "
Il suffit de prendre :
1 6 106
——<10°=3n*>10=n>/— =n>577.35
3n? 3

il suffit de considérer n = 587.



2. La méthode des trapezes combinée ;

(b—a)’ b—

B = S R )

Donc :

B = T A0y = L Ly

On en déduit :

1 , 11 2
= LI <8 () = o

n? n? 3n?

11 suffit de prendre :

2 2 2
—§10 = n? > - x10°=n> /= x 1050 > 816.49
3n? 3

il suffit de considérer n = 817.

w

3. La méthode de Simpson combinée ;

b—a,b—
E, = )
Oy )
1-0,1— 1 1
E,=—— ——— S
11 suffit donc de trouver une majoration de | f* (n)| sur [—1, 1].
On donne :

sup |f(x)| = 96

z€]0,1]

Donc :
96 1

E, < =
= 46030n*  480n*

11 suffit de choisir n tel que :

1076

<
480n* —

/106

11 suffit de prendre n = 7.
Commenter les résultats trouvés.

La méthode de Simpson combinée donne la meilleure approximation en peu d’intervalles suivie de
la méthode du rectangle au centre combinée puis la méthode des trapezes.

Exercice 12 :
Soit f une fonction C'' (R, R). On se donne les points {z;}™, de subdivision uniforme de I’intervalle

[a, b] définis par z; = a + ih avec h = 2% Le but de I’exercice est de trouver une formule de
quadrature composite pour approcher I’intégrale f: f(z)dx

1) Ecrire le polyndme P(.) qui interpole f aux points 0 et 1;

_95—1_ z—0
=51




2) En déduire une formule de quadrature basée sur 1’approximation : fol f(z)dx ~ fol p(z)dz et
étudier le degré de précision de cette formule de quadrature;;

/Olf(x)dx ~ /01 P(x)dx = /01((f(1) — F(0))x + f(0))da

21 oy = LIO g - O EI0

3) A l’aide d’un changement de variable affine, déduire une formule de quadrature pour I’intégrale

[0 fa)da;
On pose X = % (x = x; + (x4 — ;) X) donc dx = (2441 — x;)dX

D’autre part: v =z; - X =0etx = 2,41 -+ X = 1l donc:
Ti41 1
| s@e = [ s @ - 20 X) @ - a)ax
x; 0

f@i + (@ip1 — i) X 0) + f@i + (@1 — 23) X 1)
2

= (Iz’+1—%)/0 f@it (@i =) X)dX = (zi1—;)

f(z:) + f(@isa)
2
4) En utilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le
calcul approché de I'intégrale fab f(z)dz. Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?
b—a

Commengant par répartir I'intervalle [a, b] en n sous intervalles de méme amplitude : h = -2 et

= ($i+1 - sz‘)

x;=a+thpourt=0,....,nona:

/abf(:r)da: = /mjlf(:v)d:v%—/:f(x)dxjt +/3:n1 F(2)dx

En utilisant la question précédente pour chaque intégrale et en remarquons que (z; 11 —x;) = h =
b=aona;
— :

/bf(x)dx _ pd @) JQF fzy) |y I (@) ;L fla2) f(@ia) + f(an)

)
- 5

/ f(2)ds = hf(;”)) (1) oo+ hf(Ta1) + hf(gn) —h (M + _2 f(:vl-)>

On reconnait donc la méthode des trapezes qui est une méthode composite contrairement a la mé-
thode du trapeze (un) qui est une méthode simple.

Exercice 13 : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

y'(t) +10y(t) = 0
y(0) =30 >0

re){

1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);
Par séparation des variables, nous avons :
dy dy

y =—10y = gl —10y = —= = —10dt = In(Jy|) = 10t + c = |y| = e ' = y = ke "
Y

et comme y(0) = yo = ke' = k alors, la solution du (PC) est :

y(t) = yoe "
2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier ¢, = 0) et y,, une
approximation de y(t, ). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :

Ea 1rvtd2arant 1242A119t1A107 A1 2vantialla antra + Af 4 1110 o 11f1licant 1a mvEthada A1l frandra a1



Y(tnr1) — y(tn) = =10((tnt1 — tn

calculer ﬁi"“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, ;1 a partir de y,, ; En intégrant

I’équation, nous avons :

tn41 tn+1 lny1
/ Y (Hydt = —10 / Y(0)dt = Y(tasr) — y(ts) = —10 / y(t)dt
tn tn tn

En appliquant la méthode du trapeze pour approcher I’intégrale su deuxieme membre, nous obte-
nons :

Y(tni1) +y(tn) Y(tn1) +y(tn)
) 5 (h 5 )

Finalement, en utilisant I’approximation y(¢;) ~ y; on déduit :

)= —10

= —5h(y(tps1) + y(tn))

1 —5h

3. Montrer que la suite (¥, ),cn est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction

de h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour touth > 0;On a:

1-5n
Yn+1 = 1+5hyn_ryn

si h # ¢ alors r # 0 et la suite (y,), est géométrique de raison r = {-2F.
En plus, h étant positif,
|1 — 5h|
1—-5h|<|1|+|—=bh|l=1+5h=|1+5h]=|rl=
15 < 1]+~ 50 145kl = = 2

. Sous quelle condition sur i > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, I’expres-
sion de y,, en fonction de n.

1 —5h 1
= >0=1-5h>20=>h< -
"l T = =5
En utilisant les propriétés des suites géométriques et en supposant h < % ona:
n (1—5h)n
TL: T =
Y Yo Yo 11 5h
. Soitn* telque : T — h < hn* <T,ona: y, = yo({52)" etcomme h > 0
T T 1—5h 1—5h, - 1 —>5h.r
h msy = G G =G5

On utilisant les fonction exponentielle et logarithme, nous obtenons :

A-5hr, o 1=5hr  _or
fim( )™ = Im(——)* =e

=N

Donc,
}llii% Yne = yoe 0T
. Le schéma progressif d’Euler s’écrit :
Upt1 = Up + hf(t, uy) = up + h(—10u,) = (1 — 10h)u,
(un)n est géométrique de raison 1 — 10h et
u, = (1 —10h)"yo
Ona:

1
0<h<E:>—1<—1Oh<O:>1—1<1—10h<1

et 1a suite converce vere 0 1a derniere limite est calculée de 1a méme maniere aue précédemment



Exercice 14 : Considérons le probleme de Cauchy : trouver y : [to, 7] — R tel que

{ y(t) = fltyt), t>to
y(0) = wo
Supposons que I’on ait montré I’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes nu-

. T—t
mériques est de subdiviser I’intervalle [to, 7’| en m intervalles de longueur h = 0

= tip1 — t;.
Pour chaque noeud ¢; = ty + ih, (1 < i < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(¢;).
Rappelons que ’ensemble des valeurs {yo, 1, ..., Ym | représente la solution numérique du probleéme.
Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur 1’intégration de
I’équation différentielle y/'(t) = f(t,y(t)) entre ¢; et t; o :

tito

Y(tiva) —y(ts) = t f(t,y(t))dt.

1. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire
un schéma numérique explicite permettant de calculer y;,- a partir de y;.1 et y;. Notons que ce
schéma a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une
prédiction d’Euler progressive ;

La méthode du point milieu (ou rectangle au milieu) consiste a remplacer la fonction g(t) =

f(t,y(t)) par la constante g(“t2) = g(tir1) = f(tiv1, y(tiv1)) = [ (v, Yir1) :

| eyt -

D’ou:

tityo

tit2
f(tiv1, yirr)dt = f(tiga, Yis1) / dt = f(tis1, Yirr)[tivo—ti] = 2hf (tiv1, Yit1)
t;

t;

Y(tive) — y(ti) = 2hf(tiv1, yis1) = Y(tive) = y(ti) + 2R f (tiv1, Yiy1) = Yiro = Yi + 2R f (tiv1, Yig1)

Le calcul de y;.o nécessite les deux valeurs y;.1 et y;, par conséquent, on doit donner les deux
premieres valeurs de la suite :
yo = y(0) donnée et y; = y&’ = yo + hf(to,yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.

2. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y;,o a partir de y;.1 et y;; Notons que ce
schéma a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors y, = y(0) et y; sera approché par une
prédiction d’Euler progressive ;

Application de la méthode de Simpson avec les trois points : z;, T;+1 €t T;19 :

Py )t = 2 (7 (0) + 4 e, ) + Stz y(0612))
On a . ti+2 — tl = 2h et f(tj, y(tj» ~ f(tj, y])
d’ou:
h
Yit2 — Yi = 3 (f(tiyi) +4f (i1, Yirr) + f(tive, Yiro)]

h
Yigo2 = Yi + 3 [f(ti, i) +4f (tig1, Yirr) + f(tiv2, yiro)]

Le calcul de y; 2 nécessite les deux valeurs v, et y;, par conséquent, on doit donner les deux
premieres valeurs de la suite :

Yo = y(0) donnée et y; =y = yo + hf(to, o) calculée par la méthode d’Euler explicite.
Remarquons que ;. figure aussi dans le second membre, donc la méthode est implicite (néces-
site un calcul supplémentaire pour isoler et calculer y; .



3. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.
Pour obtenir une méthode explicite, il suffit de remplacer, dans le second membre, ;o par une
expression équivalente (par exemple, en utilisant la méthode explicite d’Euler) : y;,0 = yﬁrg =

Yir1 + hf(tiy, yiqr1) dou:

h
Yig2 = Yi + 3 U (ti, yi) +4f (i1, virr) + f(tive, Yigr + RS (tig, Yiv1))]

Exercice 15 : On considere le probleme de Cauchy sur I’intervalle [0, 10], définie par :
{yﬁﬂz—MO,t>0
y(0) =1

e exacte : La fonction y(t) = e~ Pour chaque méthode numérique, il faut construire la table des
valeurs (¢;, ;) :
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5 = n =4dety;; = (—1,5)",i=0,1,...

110 1 2 3 4
t; 10] 2,5 ) 7,5 10
i | 1] =1,5]2,25 | —3,375 | 5,0625
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 0.5 = n = 20 et y;11 = (0,5)",i=0,1, ...

i 0] 1] 2 3 4 5 6 7 8
t:10]0,5] 1 | 1,5 2 2,5 3 3,5 4
Y;[1]0,5]0,25]0,125|0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | 0,0078125 | 0, 00390625
9 10 11 12 13
4,5 5 5,5 6 6,5
0,001953125 | 0,001953125 | 0, 0009765625 | 0, 00048828125 | 0,0001220703125
14 15 16 17
7 7.5 8 8,5
0,00006103515625 | 0,000030517578125 | 0, 0000152587890625 | 0, 00000762939453125
18 19 20
9 9,5 10

0,000003814697265625 | 0,0000019073486328125 | 0,00000095367431640625
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La courbe représente la solution exacte, les points A, B2, C'2,.... 1a solution approchée avec n = 4
et les points A, B, C,... 1a solution approchée avec n = 20.



