SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

SERIE NV 1 2023 -2024

Exercice 1 : a) Ecrire (90);0 et (97)10 en base 2. Effectuer, en opération binaire, la somme et le
produit des deux nombres puis procéder a la vérification des résultats obtenus.

b) Soient N; et N, deux entiers donnés par leurs écritures suivant les bases précisées : Ny = mw et

Ny = 105", Ecrire N; + N suivant les bases binaire (b = 2), hexadécimale (b = 16) et la base

b=4.
c) Quelle est la représentation en virgule flottante du nombre réel + = —3.625 dans le format binaire
avec N = 8 bits, § = 2, emin = —3 et emax = 3?

Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = 2? — 2.
a) Vérifier que ’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution Z sur ’intervalle [1, 2]. Quelle
est la valeur exacte de = ?
b) Ecrire les algorithmes permettant le calcul d’une valeur approchée, de T avec une précision
|f(x1)] < 1073, en utilisant les méthodes : Dichotomie, Lagrange et Newton.
c) Pour chaque méthode, calculer les quatre premieres valeurs de la suite récurrente. Comparer et
expliquer.
Exercice 3 :
Soit f : [1;2] — R une fonction continue strictement croissante telle que f(1) = —1et f(2) = 1.
1. Sachant que f(1.6555) = 0, déterminer la suite des premiers quatre itérés de la méthode de la
dichotomie dans I’intervalle [1; 2] pour I’approximation du zéro de f. On pourra utiliser le tableau

ci-dessous :
k|ay | x| by | signede f(ag) |signede f(xy) |signede f(by)
01 2
1

Exercice 4 : 1. Donner la suite définissant la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro d’une
fonction f. Justifier I’expression de la suite;
2. Ecrire I’algorithme pour une convergence 2 ¢ prés en précisant le test d’arrét utilisé ;
3. Déterminer I’ordre de convergence minimale de cette suite;
4. Applications :

a. f(x) =x* —3z% + 2z sur [—1;0,4] et 7y = —0, 3, puis 7y = 0,3 avec e = 1072,

b. f(z) = 23 — 322 + 2w sur [0,45; 1,2] et xp = 0,5, g = 0,54 et x = 0, 555 avec € = 1072,
Exercice 5 :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2% + 222 — 1. On s’interesse a 1’étude des racines de
I’équation f(z) = 0. (Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec trois chiffres aprés la
virgule).
a) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1].
b) Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75].
¢) On souhaite maintenant utiliser la méthode de Newton sur |0.5,0.75[. La suite de Newton est
notée x,,. Faut-il choisir ¢y = 0.5 ou 2y = 0.75? Expliquer votre choix. xy étant choisi, calculer
les deux premieres valeurs z; et x5.
d) On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée
,,. Choisir convenablement les points de départ 7, et 7; et calculer, en suite, les valeurs suivantes
To et IT3.
e) Quel est le rang de I’erreur commise en considérant T3 comme valeur approchée de r ?
Exercice 6 :
On considere I’équation () donnée par : (E) 3 + 10x = 20 — 222



a) Ecrire (E) sous forme de f(x) = 0 avec f une fonction 2 préciser.

b) Vérifier que (£) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2].

c¢) Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (x, x; et x5) de la solu-
tion de (£). En déduire une estimation de 1’erreur commise en considérant xs.

N . ., . . Tnt1 = _7_59_76 n/::0,1,2”.
d) On considere le schéma itératif suivant : T T2+
i) G[l,ﬂ
e) Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E).
f) Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUP,c 2] |%] < f_:?z)'

g) Pour xy = 1, calculer x4, x5 et x3.
Exercice 7 :

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = —

—2+z°

1. Etudier la fonction ¢ sur [—2, 0], dresser son tableau de variations, remarquer que g est bijective
et vérifier que le probleme (PF') g(z) = x admet une solution unique . Donner la valeur exacte
der?

2. Définir la suite (x,,),, donnée par la méthode de point fixe, pour obtenir une solution approchée de
(PF), et vérifier qu’elle convergente. Evaluer |z, — ,,| et déterminer le nombre d’itérations
nécessaire pour obtenir une solution approchée avec une précision de € = 1072,

3. Vérifier que (PF) peut étre transformé en un probléeme de résolution d’un équation non linéaire
de la forme (Eqt) f(z) = 0 avec f un polyndme de degré 2. En remarquant que 7 est solution
de (Fqt), appliquer la méthode de Dichotomie sur I’intervalle [—1.75;0] et calculer les deux
premieres valeurs approchées de r.

PP . el P Yo € [_27 O]
4. On définit la suite, (y,,)n, des itérés données par : 243
Ynt1 = 3y, 73

Quelle méthode peut-on reconnaitre ? Etudier la convergence de cette méthode.
Exercice 8 :
Soit (F) I’équation suivante : (E) e —4z% =0

1. Utiliser la représentation graphique, ci-jointe, de la fonction
f(x) = e** — 422 pour localiser les quatres racines de (F)
dans quatre intervalles d’amplitude 1 chacun et qui contient
une seule racine;

2. Montrer qu’il y a une seule racine 7 de (£) dans [0; 1];

3. Transformer I’équation () en problemes de recherche de - E
points fixes, sous les formes suivantes :
(PF1) : g1(x) = x tel que gy est une fonction définie par
une racine carrée et la fonction exceptionnelle,

0.5

(PF2) : go(x) = x tel que g est une fonction définie par
la fonction exponentielle et un polyndme de degré 2, _

4. Ecrire les schémas numériques pour calculer Z en utilisant
(PF1) puis (PF2). Exécuter les calculs des quatres pre- /
mieres itérations;

5. Etudier la convergence des deux schémas relatifs & (PF'1)
et & (PF2). Evaluer ’erreur commise lorsque le schéma
converge;
6. Ecrire la méthode de Newton pour déterminer la racine 7 de
(E). Quel est son ordre ? Comparer les deux méthodes.
Exercice 9 :
Dans la méthode de Newton, ayant a disposition les points z; - - -, z,, ; on construit x,,,; en prenant
I’intersection de la tangente au graphe de f en x, avec ’axe des abscisses. Dans la méthode de



Newton modifiée, ayant construit z; - - -, £, ; on construit x,,; en prenant I’intersection avec 1’axe

des abscisses avec la droite passant par x,, et parallele a la tangente au graphe de f en z :

a) On suppose que la fonction f est strictement croissante et strictement convexe sur [a; b] avec une
racine dans |a;b[. On prend zo = b : Faites un dessin faisant apparaitre les quatre premieres

valeurs données par la méthode de Newton modifiée. Comparer avec le schéma correspondant
pour la méthode de Newton;

b) Donner I’expression de z,,,; en fonction de z,, ;
c¢) Selon vous quels sont les avantages pratiques de cette modification ? Ses inconvénients ?

Equipe pédagogique : MM. Ferrahi et El Yazidi. Ressources pédagogiques sur Moodle et sur www.ferrahi.ma
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Exercice 1 :

SERIE NY 1 - SOLUTION

SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

90=2x45+0 97 =2 x 48+ 1
45 =2x22+1 48 =2x24+0
22=2x11+0 24=2x12+40
D 11=2x5+1 12=2x%x6+0
Hh=2x2+1 6=2x3+0
2=2x1+40 3=2x1+1
1=2x0+1 1=2x0+1
Donc :
90 = T011010° et 97 = T100001"
Ona:
1 01 1010
+
1100 001
=10111011

Vérification : 90 + 97 = 187
187T=93 x2+1

93 =46 x2+1
46 =23 x2+0
23=11x2+1
11=5x2+1
5=2x2+1
2=1x2+0
1=0x2+1

Donc : 90 + 97 = 187 = 0111011  qui est exactement I’écriture trouvée auparavant. Nous
pouvons aussi, vérifier en calculant la valeur de 1’écriture binaire trouver auparavant.
D’autre part :

1011010

D | =
DO =
D= O O
== = O O
DO = O O O
D= O O O O O
DO = O O O O =
O OO O O o
O OO O OO =IO
O OO O =IO
O O OO
O = O




Vérification :

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 101
8192 4096 2048 1024 512 256 128 64 32 16 8 4 2
8192 0 0 0 512 O 0 0 0 16 8 0 2

8192 + 512 + 16 + 8 + 2 = 8730 = 90 x 97
2) Soient N; et N, deux entiers donnés par leurs écritures suivant les bases précisées :
Ny =AT° et N,=105"

Ecrire N = N; + N, suivant les bases binaire (b = 2), hexadécimale (b = 16) et la base b = 4.
Ona:

N=N+N,= AT +705" =10 x 16" + 1 x 16° + 105 = 161 + 105 = 266

(el e )

et:
266 =133 x2+0 133 =66 x 2 +1 66 =33 x2+0 33=16x2+1
16=0x2+0 8§=4x2+0 4=2x24+0 2=1x2+0 1=0x2+1

Donc :
N = 100001010

D’autre part, ona 16 = 2% et :

3) 11000101
Exercice 2 :
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 2* — 2.
- Vérifier que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution Z sur I'intervalle [1, 2]. Quelle est
la valeur exacte de x ?
- Ecrire les algorithmes permettant le calcul d’une valeur approchée, de Z avec une précision | f(z)| <
1073, en utilisant les méthodes : Dichotomie, Lagrange et Newton.
- Pour chaque méthode, calculer les quatre premicres valeurs de la suite récurrente. Comparer et ex-
pliquer.
Rappels :
La méthode de la Dichotomie :
Recherche de la racine = de I’équation f(z) = 0 dans I’intervalle [a, b] (T est la seule racine dans
[a, b]) avec une précision .
Initialisation : ag = a, bp = b
Tant que |by — ay| > € (test d’arrét) — faire | (une boucle de calcul a refaire tant que la condition est
vérifiée) :
Calculer x5, = % et:
Si f(ag)f(zg) < 0 Alors a1 := ay et byrq == xg
Sinon ap = xp €t bk+1 = bk
Si |b, — a,| < e — Fin.
Conclusion : z,, = % est une valeur approchée de x avec une précision .

Méthode de Lagrange (utilisant la droite qui passe par (ax, f(ax)) et (bx, f(bx)) au lieu du centre
de I'intervalle [ay, by]) :

DRDaoa~rhor~rha Aa 1a varctiae 5= Aa 1’ZAatiatinn L7040 — DO Aance 12intarvalla [n l)] (75 act 1a catila rarmitna danco



[a, b]) avec une précision .

La méthode est une généralisation de la méthode de dichotomie : la valeur de xj; est déterminée
comme intersection de la droite qui passe par les deux points (ay, f(ax)) et (bg, f(bx)) et I’axe des
abscisses.

La méthode est a différencier avec les autres méthodes utilisant une sécante notamment la variante
de la méthode de Newton qui consiste a remplacer f’(xyyq) par % ou, autrement dit, on
remplace la tangente par la sécante.

Initialisation : ag = a, by = b

Tant que |by — ay| > € (test d’arrét) — faire | (une boucle de calcul a refaire tant que la condition est
vérifiée) :

Calculer z, = ay, — sk f(qy) = i (bk)=bif(ar) o -

) (bk) fla—k) f(br)—f(ax)
Si f(ak)f(:vk) < 0 Alors agyq1 := ag et by ==
Sinon ay, 1= x et by 1= by

Si |b, — a,| < e — Fin.

3 . _ bn—an _ anf(bn)_bnf(an) £ -
Co/n‘cl}lsmn Il (w0 iy e fla,) = T —fan) €St une valeur approchée de x avec une
précision ¢.

Les tests d’arrét peuvent étre différents d’une méthode a I’autre et suivant la précision cherchée, gé-
néralement, nous pouvons distinguer trois type de conditions d’arrét :

1) Majoration de I’erreur absolue par une quantité qui ne dépends pas de la racine recherchée 7 ni de
Tk, par exemple, dans les méthodes de Dichotomie et de la Lagrange on a :

\xk —T’ S |bk — ak]

I st suffisant de choisir |b;, — a| < e pour obtenir la précision recherchée

2) Test basé sur le résidu : | f(zx)| < e

3) Test basé sur I'incrément : |z — zx| < €
Suivant la situation et les conditions initiales, chaque test peut étre considéré comme satisfaisant
ou trop restrictif.

Méthode de Newton : Cette méthode définit une suite récurrente (), qui converge (sous des
conditions) vers la solution de 1’équation.

Pour déterminer z;. 1, la méthode consiste a remplacer localement la courbe de la fonction par la
tangente qui passe pas zj, et d’équation : T, : y = f'(zg)(x — zx) + f(xk)

La valeur z; est I’abscisse du point d’intersection de la droite 7}, avec 1’axe des abscisses (I’in-
tersection n’existe que si f'(x;) # 0), ona:

flx
0= f'(wx) (@1 — 1) + f(or) = Thsr f'(21) — 2 f'(21) + f(21) = Thir = 21 — f’((xz))
car f'(xy) # 0.
L’algorithme pour une convergence a € pres; xo donnée, x| = xy — %
Tant que |1 — xx| > € (ou tant que | f(zx)| > €) | Faire (une boucle de calcul) :

f(xk)

Thy1 = Tk —
f'(xr)
Le dernier terme de la suite est une approximation de ¥ a ¢ pres.
Conditions suffisantes de convergence de la suite z,, vers la racine 7 :

1) f estde classe C? sur [a, b]
2) f(a)f(b) <0
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4) f"(x) # Osur|a, b] (c’est a dire strictement positive ou strictement négative sur I’intervalle ouvert)
5) f(zo)f"(x) > 0sur [a,b] (f(zo) est de méme signe que f”(x) sur I’intervalle)

REMARQUE :
1) Si f(xo)f"(z) < 0 on calcule zy et si f(xq1)f"(x) > 0 etz € |a,b] nous avons aussi la conver-
gence.

On veut calculer le zéro de la fonction f(z) = x? — 2 dans I’intervalle [1; 2].
Localisation de la racine : On a: f(1) = —1let f(2) = 2donc: f(1)f(2) < 0 et on déduit, avec
le théoreme des valeurs intermédiaires, que f(z) = 0 admet au moins une solution. En plus, nous
avons f’(x) = 2z > 0 sur [1, 2[ donc la fonction est strictement croissante et elle admet une solution
unique dans [1, 2] cette solution (positive) est donnée par : x = V2.
Algorithmes :
Dichotomie :
aozl,b:2et:160:“OQLI’O
Tant que | f ()| > 1073 faire :
Si f(ak)f(a:k) > ( alors Ap4+1 = Tp et bk:—H = b, sinon Qp4+1 = Qg et bk:—i—l = Tk

_ Gkg1+begn
Th+1 = — 5
Lagrange :

_ _ __aof(bo)—bof(ao)
ap = 1,0=2etzo = Z55 =7,

Tant que | f(z)| > 107 faire :

Si f(ak)f(xk) > ( alors Apy+1 = T et bk+1 = by, sinon QAp4+1 = ay et bk+1 = Tk
Ty s = Gef(br)—bif(ak)
k+1 f(br)—f(ak)

Newton
Lorsque les conditions de convergence sont vérifiées :
xo = 2 (ou toute valeur te que f(x() positive comme f”(x)).

Tant que |f ()| > 1073 faire :

_ _ f(xn) . _ x%72 ) 1
Tnt+1 = T f(wn) — Tn 2n 2 + Tk

Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de dichotomie dans I’intervalle [1; 2].

k| ay Ty, b |signede f(ax)| f(xg) |signede f(xy) |signede f(bx)
0] 1 1.5 2 - 0.25 + +

1 1 1.25 1.5 - -0.4375 - +

2| 125 | 1.375 1.5 - -0.1093 - +

3| 1.375 | 1.4375 1.5 - 0.0664 + +

4 11.375 | 1.40625 | 1.4375

Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de Lagrange dans I’intervalle [1; 2].
(Les résultats sont présentés avec plusieurs chiffres apres la virgule pour permettre les comparaisons,
nous pouvons présenter les valeurs tronquées a un certain nombre de chiffres apres la virgule).

k ax T, by, f(ax) f(xx) f(bx)
0 1 1.333333333 2 -1 -0,222222222222222 2
1| 1.333333333 1.4 2 | -0,222222222222222 -0,0400000000000003 2
2 1.4 1.411764706 2 | -0,0400000000000003 | -0,00692041522491316 2
3|1.411764706 1.413793103 2 | -0,00692041522491316 | -0,00118906064209301 2
4 11.413793103 | 1,41414141414141 | 2 | -0,00118906064209301 | -0,000204060810122142 | 2




Déterminer la suite des premiers 4 itérés de la méthode de Newton dans I’intervalle [1; 2].

T 1
To=2 et $k+1:7+$—
k

Lk
2
1,5
1,41666666666667
1,41421568627451

411,41421356237469
(Les résultats sont présentés avec plusieurs chiffres apres la virgule pour permettre les comparaisons,
nous pouvons présenter les valeurs tronquées a un certain nombre de chiffres apres la virgule).

W= O

Les valeurs obtenues avec les trois méthodes sont, respectivement : 1.41375, 1,41414141414141 et
1,41421356237469
Nous pouvons évaluer, avec une calculatrice, I’erreur en calculant |z, — V2 |
11.41375 — /2| = 0.0004
|1,41414141414141 — /2| = 0.0007
|1,41421356237469 — \/§] = (0.0000000004

On en déduit que la meilleure précision est donnée par la méthode de Newton. Cette remarque est
toute a fait normale car la méthode de Newton est d’ordre 2 alors que les autres sont des méthodes
d’ordre 1.

Exercice 3 :

Soit f : [1;2] — R une fonction continue strictement croissante telle que f(1) = —1et f(2) = 1.
Les conditions de I’application du théoreme des valeurs intermédiaires sont vérifiées, nous pouvons
en déduire qu’il existe une seule racine (7 = 1.6555) dans 'intervalle [1; 2].
1. Méthode de la dichotomie dans I’intervalle [1; 2]
On applique successivement les étapes de la méthode de Dichotomie en remarquons que f(z) < 0
sur [1,1.6555] et f(x) > 0 sur |1.6555, 2].
ag =1, b() =2,29=1.5, f(l'g) < 0, f((lo)f(xo) > 0,donc a; = xg = 1,5et b = b() = 2 et ainsi

de suite :
k| ag Ty, by | signede f(ay) |signede f(zy) |signede f(by)
0 1 1,5 2 - - +
1| 1,5 1,75 2 - + +
2| 15 1,625 1,75 - - +
311,625 | 1,6875 | 1,75 - + +
411,625 | 1,65625 | 1,6875 - + +

2. Combien d’itérations faut-il effectuer pour approcher le zéro de f 2 2710 prés? 2 27° pres ?

b—a

1 In(1
|z, — | < o =g S 1071 = —nn(2) < —101In(10) = n > 10 n(10)

In(2)

~33,2=>n=34

b—a 1 In(1
|z, — 7| < 2n“ = 5; S107° = —nn(2) < -51(10) = n > 5% ~ 16,6 = n =17




Exercice 4 : 1. Donner la suite définissant la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de
fonction. Justifier I’expression de la suite : On a :

o donnée
f(zn)

Tt = 0 T )

Pour déterminer x, 1, la méthode consiste a remplacer localement la courbe de la fonction par la
tangente qui passe pas xy, et d’équation : T, : y = f'(zx)(x — zx) + f(xk)

La valeur x,; est 'abscisse du point d’intersection de la droite 7} avec 1’axe des abscisses
(I’intersection n’existe que si f'(xy) # 0),ona:

f(z)
f'(z)

0= f'(wp)(Tr1 — xx) + f(2r) = Toar f/(2r) — 2 f'(21) + f2) = T = 2 —

car f'(xy) # 0.
2. Ecrire I’algorithme pour une convergence a 1075 prés; =, donnée, 2, = zy — ]{c,(é‘;))

Tant que |xy.1 — 21| > 107 (ou tant que | f(zx)| > 107%) | Faire (une boucle de calcul) :

f(xx)

Trt1 = Tk — f’(l‘k)

Le dernier terme de la suite est une approximation de 7 a 107 pres.
Conditions suffisantes de convergence de la suite z,, vers la racine 7 :

1) f estde classe C? sur [a, b

2) f(a)f(b) <0

3) f'(z) # O sur [a, b]

4) f"(x) # 0 sur [a, ]

5) f(xo)f"(x) > 0sur [a,b] (f(xo) est de méme signe que f”(z) sur I’intervalle)

REMARQUES :
1) Si f(zo)f"(x) < 0oncalcule zq etsi f(x1)f”(x) > 0etzy € [a,b] nous avons aussi la conver-

gence.

2. Déterminer I’ordre de convergence minimale de cette suite : Si la racine T est telle que f'(Z) # 0
et si la suite z,, — 7 est la convergence est au moins quadratique (p = 2). En effet :

Tpy1 — T =T, — f(xn) -
f(@n)
Ou encore (en rappelant que f(z) = 0) :
T = (xn - E)f/(xn) — f(xn) + f(f)
L o 7o)

D’autre part, par application de la formule de Taylor-Lagrange, a ’ordre 2, il existe &, comprise
entre x,, et T tel que :

F@) = Fla) + (=) ) + T ) e = o) +

(T — 2a)?f"(6n)
2



En replagant dans (1), on obtient :

) @ = w)? f"(&) o
Tpg1 — T = f/(xn) 9 = epy1 = f/(xn) €n
On en déduit (on peut supposer que f'(Z) > 0) :
(=
lim enial _ 1£7(2) > (0 finie

notoo Jen2 2| /(7))
En effet, on a :
Ty — T
&, est comprise entre z,, etT = &, = T
/" et f” sont continues (f de classe C?) alors : f”(&,) — f"(T) et f'(z,) — f'(T).

4. Application :1) f(z) = 2% — 32% + 2z sur [-0,5;0,7] et 7y = 0,4 puis zy = 0,5

f est définie et de classe C?. D’autre part,ona: f'(z) = 32°—6x+2, étudiant le signe de f'(z) :

:6_— ”12:1_620742 b:6+— V12:1+£21,58

A=36—24=12
“ 6 3 6 3

Donc :
f'(z) >0, z€]—o00,alUlb;+oo[;
f'(z) <0, z €la;b].

etona: f’(z) = 6z — 6 = 6(z — 1) Etude de signe de f"(z) :

f(x) >0, =>1;
f(x) <0, z<1.

Etude sur 'intervalle [—1;0, 4] :
Localisation de la racine : f continue et strictement croissante sur [—1;0, 4] donc I’équation
f(z) = 0 admet une seule solution dans cet intervalle.
Utilisation de la méthode de Newton :
Pour o = —0,3 ona f(—0,3) ~ —0,8970 < 0, f”(z) < Oet f'(x) > 0 sur I’intervalle et comme
f est de classe C2, on déduit que les conditions suffisantes de convergence sont vérifiées et la suite
(x,,) définie par la méthode de Newton converge vers la solution Z et permet le calcul d’une valeur
approchée de la solution en utilisant soit le test basé sur le résidu soit le test basé sur I’incrément.
Le schéma numérique peut étre écrite :

o valeur initiale bien choisie

o _ f(il?n) . . x2—3xz+2x;€ o 2:122—3:12%
Tpt1 = Tp (xn) Tk 3xi—6xk+2 - 31‘%—61‘)@4-2

Un exemple des calculs est donné dans le tableau suivant :

k x_k f(x_k) f'(x_k) x_{k+1} fix k) |I1x {n+1}x n|
0 0,3 -0,8970 4,0700 -0,0796 0,8970

1| -0,0796 -0,1787 2,4967 -0,0080 0,1787 0,2204

2| -0,0080 -0,0162 2,0483 -0,0001 0,0162 0,0716

3| -0,0001 -0,0002 2,0006 0,0000 0,0002 0,0079

4 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0001

5 0,0000 0,0000 2 0 0,0000 0,0000

Pour zp = 0,3 on a f(0,3) ~ 0,3570 > 0 de signe contraire a celui de f”(x) sur I’intervalle,
on en déduit que trois conditions suffisantes de convergence sont vérifiées mais la quatri¢me n’est
pas vérifiée (f(xq)f”(x) > 0 sur I’intervalle). Dans ce cas, nous pouvons calculer z; et si sa va-
leur vérifiée la condition on la considére comme valeur initiale pour obtenir la convergence !



Ona:

f (o)
Tr1 =2y — m ~ —(0, 4596 et f(l'l) ~ —1,6498 < 0

On déduit que le schéma de Newton converge dans ce cas aussi. Les calculs des premieres itéra-
tions sont dans le tableau suivant :

k x k f(x_k) f'{x k) x {k+1} | f{x k)| |x {n+1}-x_n|
0 0,3 0,3570 0,4700 -0,4596 0,3570

1 -0,4596 -1,6498 5,3911 -0,1535 1,6498 0,7596

2 -0,1535 -0,3814 2,9920 -0,0261 0,3814 0,3060

3 -0,0261 -0,0542 2,1584 -0,0010 0,0542 0,1275

4 -0,0010 -0,0019 2,0058 0,0000 0,0019 0,0251

5 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0010

Etude sur 'intervalle [0, 45; 1, 2] :

L’application de la méthode de Newton avec les trois valeurs initiales donne la situation sui-
vante :

k x_k f(x_k) f'(x_k) x_{k+1} | f{x_k)| Ix_{n+1}-x_n]|
0 0,5 0,3750 -0,2500 2,0000 0,3750

1 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 1,5000

2 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

3 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

4 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

5 2,0000 0,0000 2,0000 2,0000 0,0000 0,0000

k x_k fx_k) f'{x_k) x_{k+1} | f(x_k)| [x_{n+1}>x_n]|
0 0,54 0,3627 -0,3652 1,5331 0,3627

1 1,5331 -0,3816 -0,1476 -1,0530 0,3816 0,9931

2 -1,0530 -6,6004 11,6448 -0,4862 6,6004 2,5861

3 -0,4862 -1,7966 5,6266 -0,1669 1,7966 0,5668

4 -0,1669 -0,4221 3,0851 -0,0301 0,4221 0,3193

5 -0,0301 -0,0630 2,1834 -0,0013 0,0630 0,1368

6 -0,0013 -0,0025 2,0076 0,0000 0,0025 0,0288

7 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0013

8 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 0,0000

k x_k f(x_k) f'iix_k) x_{k+1} | f(x_k)| |x_{n+1}-x_n]|
0 0,555 0,3569 -0,4059 1,4342 0,35688

1 1,4342 -0,3523 -0,4345 0,6232 0,35233 0,8792

2 0,6232 0,3233 -0,5742 1,1863 0,32327 0,8109

3 1,1863 -0,1798 -0,8959 0,9856 0,17981 0,5630

4 0,9856 0,0144 -0,9994 1,0000 0,01443 0,2007

5 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,00001 0,0144

6 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,00000 0,0000

Malgré que les valeurs prises par x sont tres proches (0,5 puis 0,54 et 0,555), on constate que
les suites définies par la méthode de Newton semblent converger vers des valeurs différentes (2
puis O et 1). Cet exemple montre 1’instabilité de la méthode de Newton dans certains cas et la
nécessité de vérifier les conditions de convergence avant de pouvoir utiliser. Ici, les conditions
ne sont pas vérifiées car f” change de signe dans I’intervalle et admet un point d’inflection au
point d’abscisse 1. Notons que nous pouvons résoudre directement 1’équation f(x) = 0 et elle
admet trois racines 0, 1 et 2. En effet :

flz)=0=2z(z—-1)(z—2)=0=2 =0, x =1, r =2



Exercice S :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = % + 222 — 1. On s’interesse a 1’étude des racines de
I’équation f(z) = 0. (Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec trois chiffres aprées la
virgule).
- Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1].
- Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que » €]0.5,0.75].
- On souhaite maintenant utiliser la méthode de Newton sur |0.5, 0.75[. La suite de Newton est notée
Z,. Faut-il choisir g = 0.5 ou zy = 0.75? Expliquer votre choix. z( étant choisi, calculer les deux
premieres valeurs z; et xs.
- On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée T,,.
Choisir convenablement les points de départ T et ; et calculer, en suite, les valeurs suivantes 75 et
fg.
- Quel est le rang de I’erreur commise en considérant 73 comme valeur approchée de r ?

Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1];
f estun polyndme continu, f(0) = —1et f(1) = 2alors f(0).f(1) < 0et1’équation f(z) = 0 admet
au moins une racine dans [0, 1].
D’autre part, f'(z) = 4x(x? + 1) > 0 sur ]0, 1| donc f est strictement croissante et I’équation admet
une et une seule solution r € [0, 1].

Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75[;
rel(0,1]zo =% =0,5¢t f(zo) = f(0,5) = —0,44 ona f(0).£(0,5) > 0 donc r €0, 5; 1
r€]0,5; 1]z = 05“ = 0,75, £(0,75) = 0.44 on a £(0,5).£(0,75) < 0 donc r €]0, 5;0, 75].

On souhaite maintenant affiner I’approximation en utilisant la méthode de Newton sur ]0.5,0.75][.
La suite de Newton est notée z,,. Faut-il choisir o = 0.5 ou o = 0.75 ? Expliquer votre choix
On a f(z) = 4z(2* + 1) > 0 sur |0.5,0.75[, f"(z) = 1222 +4 > 0 sur ]0.5,0.75[ et f(0,5) =
—0,44 < 0 alors que f(0,75) = 0.44 > 0 pour que la méthode converge il faut choisir z, tel que
f(zo) est de méme signe que f”(x) donc : g = 0, 75.
xo étant choisi, calculer les deux premieres valeurs x; et zs;

g @) wia2af =1 dzi+del = (ai+ 2R - 1) Bep o+ 205+ 1
+ I () 4a3 + 4ay, 423 + day, 107 1 Azy

_3$é+2$%+1

~ 0,655
4a3 + 4o ’

3z + 223 +1
4x3 + 4y

On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée T,,.
Choisir convenablement les points de départ 7 et T, et calculer, en suite, les deux valeurs suivantes

To = ~ 0,643

To et Iz,
D’aprés la question 2) on a : r €]0.5,0.75[ on peut choisir 7o = 0,5 et Z; = 0,75 nous avons
f(0.5) ~ —0.437 et f(0.75) ~ 0.441.

Ona: &) : )
T — Th—1 v T f(Tk) — T f (T
T =T @) N T T @) — fEe)
7 fo;gﬁ - fcl(is‘;()) ~ 0,624 et f(T) = —0.069




Quel est le rang de I’erreur commise en considérant T3 comme valeur approchée de r ?
Ona:
|T3 — To| ~ 10,641 — 0,624 = 0,017

Donc la précision est 2 1072 pres.

Exercice 6 :
On considere I’équation (E) donnée par : (E) 23 + 102 = 20 — 222
- Ecrire (E) sous forme de f(x) = 0 avec f une fonction a préciser.
- Vérifier que (£) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2].
- Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (x, 1 et x2) de la solution
de (E). En déduire une estimation de I’erreur commise en considérant 3.
- On considere le schéma itératif suivant :

Tnt1 = x%+22:z?n+10 n=0,1,2..
Ty € [1,2]

- Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E).

- Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUP,ef g | i

—40(z+1) |< 40
z2+2z+10)2 1 —

1327°

- Pour ¢ = 1, calculer z1, x5 et x5.

Ecrire (E) sous forme de f(z) = 0 avec f une fonction a préciser ;
Ona:

(E) & 2% + 100 = 20 — 22 & 2° + 222 + 100 — 20 = 0 & f(z) = 0 avec f(x) = 2 + 22% + 102 — 20

Vérifier que (£) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2];
Utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires, f est continue sur R (Polynéme) et on a :

f) =1 4+2x12+10x1-20=—Tet f(2) =2° +2x 22 +10x2—-20 =16

Donc, I’équation f(x) admet au moins une solution dans ’intervalle [1, 2]. D autre part :

fl(r)=32"+42+10>0car A =16 —-120= —104 < 0

On en déduit que f est croissante sur 'intervalle [1,2] et par conséquent, I’équation f(x) admet au
seule solution = dans cet intervalle.

Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (x, x1 et x2) de la solution
de (E). En déduire I’erreur commise en considérant z3 (comme solution approchée);
f(z) admet au seule solution dans I’intervalle [1, 2] :

Ona:
1+2 .

To= 5 = 1,5et f(1,5) = 2,875 avec f(1) x f(1,5) < 0 = lasolution est dans [1; 1, 5]

et:

1+1,5 .
= = 1,25 et f(1,25) = —2,422 avec f(1,25)x f(1,5) < 0 = la solution est dans [1, 25; 1, 5]

ensuite :

1,25+ 1,5 , |
Ty = ——p—— = 1,375 et f(1,375) = 0,130 avec f(1,25)x f(1,375) < 0 = la solution est dans [1,25; 1,3

La valeur exacte T et valeur approchée x5 sont dans I’intervalle [1, 25; 1, 375] donc

= A~ | <1 927K 1 9K _ N 19K



On peut aussi utiliser la formule du cours |z, —Z| < &2 = [T — 25| < & =1 =10,125
On considere le schéma itératif suivant :

Ty € [1, 2]
Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (F);

La méthode s’écrit :

Tny1 = g(Tn) avec g(r) = o5 n=0,1,2..
Ty € [1, 2}

— 20 —
{ it = s n=012.

11 s’agit d’une méthode de point fixe de fonction g et on a (remarquons que 2 + 2z + 10 > 0) :

20
g(z) =1z = g T =2 20=2"+22° +10r & 2° +22° + 100 —20 =0 & f(z) = 0 & (B)
Autre méthode :
20
b. Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUPge[1,2] |@;f)2(+4:10))2 < % ;
Ona:
20 , 2x + 2 —40(x + 1)
e N =920 = <0 €l1,2
90 = F iy 9@ (@20 107 (@ +2cr10p - Opoure el

g est décroissante et on a :
2() 20
1 =1, 2 =1,111

On en déduit que
g([1,2]) C [1,2]
D’autre part, d’apres le théoreme de Accroissements finis (la fonction g est continue derivable), on a :

pour tous z,y € [1,2], il existe ¢ €]1, 2[ tel que |g(x)—g(y)| = |¢'(¢)||z—y| < sup |¢'(z)||z—y| < 13
z€[1,2]

On en déduit que g est contractante.
On conclusion, g vérifie les conditions de convergence et par conséquent la méthode de point fixe
converge vers la solution de (E).

Pour xy = 1, calculer x1, x5 et x3;

Ona: 90
ro=1=2 =9g(1) = 13—1538
20 20 338
=1,538 = 19 = = 1,295 = ¢g(1,538) = 1,295

338 338 20 136242

=1,295 = 23 =
27 961 e 9(261) (38)2 4238 110~ 97189

Exercice 7 :
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = -25.

ouzz = g(1,295) = 1,401

1. Etudier la fonction g sur [—2, 0], dresser son tableau de variations, remarquer que g est bijective
et vérifier que le probleme (PF) g(xz) = = admet une solution unique 7. Quelle est la valeur
exacte de r?

La fonction g est définie sur R\{2}, continue sur son domaine (rationnelle) et on a ¢'(z) =

e < 0 donc la fonction g est strictement décroissante sur [—2, 0] ce que implique que ¢ est

(:1: 2
e Ritarntinan Aol 9 N xvrare AT O N1\ —— f__ _§] — I 9N Catta Aorrnidra 11veliicinn axvans 1a
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continuité de g implique 1’existence d’au moins un point fixe et comme g est strictement décrois-
sante ce point fixe est unique.

Pourz #2, 2 =2 = 2(r—-2)=3=2"-20-3=0= 2= —louz = 3. Par
conséquent, I’unique solution dans [—2, 0] est r = —1.

Définir la suite (x,,),, donnée par la méthode de point fixe, pour obtenir une solution approchée de
(PF), et vérifier qu’elle convergente. Evaluer |z, — x,,| et déterminer le nombre d’itérations
nécessaire pour obtenir une solution approchée avec une précision de ¢ = 1074,

La suite (x,,),, est définie par :

{ xg € [—2,0] .

Pour x € [-2,0],ona:

—2§x§0:>—4gm—2§—2:>4§(x—2)2§16:>f’—6§(x_%)zgﬁ

= SUD,e[_2,0 |9'(7)] = 3 < 1, par conséquent, la fonction g est Lipschitizienne ce que implique
que la méthode du point fixe (et (x,,),) est convergente. D’autre part, on a :

[ Zni1—2n| = [9(2n) — g(75-1))] < %|xn_$n—1| < (%>2|xn—1_$n—2| << <%>n|x1_$0| <
2(3)"
Il suffit de considérer n tel que :
23" <1074 = ™) < 0.00005 = n > % ~ 34.4251 = n = 35 donc, il faut
exécuter au moins 35 itérations. '

. Vérifier que (PF’) peut étre transformé en un probleme de résolution d’un équation non linéaire

de la forme (Eqt) f(z) = 0 avec f un polyndme de degré 2. En remarquant que r est solution
de (Fqt), appliquer la méthode de Dichotomie sur I'intervalle [—1.75;0] et calculer les deux
premieres valeurs approchées de r.

(PF) = =25 =2 = z(r —2) = 3= 2® — 22 — 3 = 0 on pose donc f(z) = z* — 2z — 3
et le probleme (PF') peut étre résolu en utilisant I’équation non linéaire (Fqt) f(z) = 0. r est
solution de (PF) alors -5 = r = r? — 2r — 3 = 0 ce que signifie que r est solution de (Fqt).
On a : f est une fonction continue, f'(z) = 2z —2 < 0 sur [—-1.75;0] et f(—1.75) x f(0) =
1.5625 x (—3) < 0 et par conséquent, r est la seule solution de (Eqt) dans [—1.75; 0]

zg = == = —(0.875, f(—0.875) = —0.4843 on a f(—1.75) x f(—0.875) < 0 = r €
[—1.75; —0.875]

—1.75+(—0.875
xy = “LH0I) g 3195
On définit 1 . des itérés d 2 . yOE[_Qvo]
n détinit la suite, (yn)n es 1teres donnees par : 4243
Yn+1 = 2y —2
Quelle méthode peut-on reconnaitre ? Etudier la convergence de cette méthode.
= vat3 2030?29t 2nt3 _ yn(un—D-y?+2yn+3 _ ynCyn—2) | —y?42y+3 _ , _ y’—2yn=3
yn+1 - 2yn_2 - 2yn_2 - 2yn_2 2yn_2 2yn_2 yn 2yn_2
_ )

Donc y,11 = yYn Ty Ston reconnait la méthode de Newton.
On a f est classe C* sur [—2,0], f'(z) = 2z — 2 < sur [-2,0] et f"(z) =2 >0
Donc la convergence de la méthode dépend du choix de z(, la méthode est convergente pour tout

valeur xg tel que f(z) > 0 (C’est a dire zg € [—2, —1]).

Exercice 8 :
Soit (E) I’équation suivante : (F) e —4z% =0

1.

Utiliser la représentation graphique, ci-jointe, de la fonction f(x) = e” — 422 pour localiser
les quatres racines de (F) dans quatre intervalles d’amplitude 1 chacun et qui contient une seule
racine ;

La lecture graphique permet de localiser les racines (changement de la position de la courbe par
rapport a I’axe des abscisses) dans les intervalles : [—2, —1], [-1,0], [0, 1] et [1, 2].
Montrer qu’il y a une seule racine T de (£) dans [0;1];On a:
f(0)=1let f(1)=e—4<0donc f(0)f(1) <0

. . . N . . .
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fl(x) = 2ze”” — 8z = 2x(e*” —4) < O car 0 < = < 1 et la fonction exponentielle est croissante
impliquent: 0 < 22 <1=1< ¢ <e < 4.
On en déduit, avec le théoreme des valeurs intermédiaires, que I’équation f(z) = 0 admet une
seule solution dans [0; 1]

3. Transformer I’équation (E) en problemes de recherche de points fixes, sous les formes suivantes :
(PF1) : g1(x) = x tel que g; est une fonction définie par une racine carrée et la fonction excep-
tionnelle,

z2 \/ ez? . .
f@)=0= ¢ —4a? =0 = 2% = < = 2 = FY et comme la racine recherchée est

Ve
5 % (z)
(PF2) : go(x) = z tel que g, est une fonction définie par la fonction exponentielle et un polyndéme
de degré 2,
f2)=0= f(x)+z =0 = " — 42’4z =2 = go(x) = ¢* —42’+2 = 2 (PF3) : g3(x) =
tel que g3 une autre fonction a déterminer ;
fl#) =0= e —42? =0 = e =422 = 2% = In(42?) = = = g3(z) = /In(422) pour
T > 3.
4. Ecrire les schémas numériques pour calculer 7 en utilisant (PF'1) puis (PF'2). Exécuter les cal-
culs des quatres premieres itérations de chacun des deux schémas;

positive, nous choisissons :

Tr =

o donnée
(PF1) 2

Tpy1 = gi(zp) = 55

x k gx k) [le(x k)= k|| |x {k+1}-x k|
0,5 |0,56657| 0,06657
0,56657 | 0,58705 | 0,02048 0,06657
0,58705 | 0,59403 | 0,00697 0,02048
0,59403 | 0,59648 | 0,00245 0,00697
0,59648 | 0,59735 | 0,00087 0,00245

WM 2O &~

To donnée
2
2
Tpy1 = go(x)) = €™k — dai + xy,

(PF2) {

5. Etudier la convergence des deux schémas relatifs a (PF1) et a (PF?2). Evaluer I’erreur commise
lorsque le schéma converge ;
Conditions suffisantes de convergence d’un schéma point fixe de fonction g définie sur [a, b] :

e ¢ est contractante;
- n(rn l”n.l\ r— [n l\]



x_k gix k) |[ls(x_k)-x_k|||x_{k+1}-x_k|
0,5 0,78403 | 0,28403
0,78403 | 0,17434 | 0,60969 0,28403
0,17434 | 1,08362 | 0,90929 0,60969
1,08362 |-0,37765| 1,46128 0,90929
-0,37765| 0,20515 | 0,58281 1,46128

EE R e =

2 1 Ve
— ~ 0,82
2 2 ’

91(10,1]) < [0,1]

Noter qu’il faut montrer que 0 < f(z) < 1 pour tout z € [0, 1] et il ne suffit pas de montrer que
f(0) >0et f(1) < 1.

ze® T\ er

D’autre part : gj(z) = T et
1 Ve
0§x§1:>1§ex2§e:>§§ ; §76:>0§g’1(x)§§:0,82
On en déduit que :
e
1) < sup |gi(@)] < -
z€[0,1]

En utilisant le théoréme des accroissements finies pour z et y dans [0, 1], il existe ¢ €]0, 1] telle
que :

912) — g )| = g} @l — 31 < ol — o]

et g; est ‘/75— contractante.

On déduit que la méthode de point fixe converge vers la solution 7 de I’équation telle que
n(@ =2

Concernant le méthode point fixe avec gy(z) = € — 422 + 2 on a ¢2(0,3) ~ 1,03 > 1 (ou
g2(1) = e — 3 < 0) donc ¢»([0,1]) n’est pas incluse dans [0, 1], les conditions suffisantes de
convergence ne sont pas vérifiées et ne pouvons rien déduire dans ce cas.

. Ecrire la méthode de Newton pour déterminer la racine 7 de (F). Quel est son ordre ? Quel est le
meilleur choix parmi les deux méthodes ? Justifier la réponse.

Utilisant la méthode de Newton pour trouver une solution approchée de I’equation f(z) = e —
4x? = 0 dans lintervalle [0, 1] (une seule racine telle que localiser dans une question précédente).
La méthode de Newton définie une suite (x,,),, telle que :

To bien choisie
2
e’k 74xi

—k
2y (e"k —4)

2
f(zx) ek—daf
X =X =X €T
b BTG b 21,6k —8xy F

Ona f'(x) = 2z(e* — 4) < 0 sur]0, 1] donc la méthode de Newton est d’ordre deux tandis que
la méthode de point fixe est d’ordre un. La méthode de Newton, lorsqu’elle vérifiée les conditions
de convergence, est le meilleur choix pour cet exemple.



Exercice 9 :

Exemple de la construction de la méthode de Newton classique : 7j, T et T5 sont respectivement
les tangentes a la courbe de f aux points x, x; et 5.

(4

T T2

2:5

15

0:5

35 4 4.5 5 5.5

Présentation de premiers termes avec la méthode de Newton modifiée : en utilisant la tangente 7°0
puis les droites D1 et D2 paralleles a la premiere tangente 7°0 (au lieu des tangentes 7'1 et 72) aux
points zg, x1 et Ts.



2.5

1:5

0:5

D21T0'

0.5 4.5 5 5.5

Tn41 est I’abscisse du point d’intersection de la droite parallele a 7'0 et qui passe par le point
(@, f(z,)) avec I’axe des abscisses (OX). On a:
D, :y= f'(xo)x+pet(x,, f(x,)) € D, donc:p= f(x,) — f'(x0)x, et on en déduit :
Dy y = f'(zo)z + f(20) — f(w0)2n
Par conséquent :
(Tn41,0) € Dy = ['(w0)Tn1 = — f(2n) + ['(20) 20
Soit :

Tt = f’(xo)

Exemple de construction d’une fonction croissante convexe sur I’intervalle [2, 5] :

Exemple de construction d’une fonction décroissante concave sur I’intervalle [2, 5] :
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Equation de la droite Dy, qui passe par (z, f(xy)) et (zx_1, f(zx_1)) a pour équation :

f(ifk) - f(ka—l)

Dyiy = fla) + 20— e~ fw)
et par conséquent :
0= f(zg)+ f(x;) : f(@i-) (@41 — f(ar))
' k= Tkt
Soit T — Tt
Tht1 = T — f(xk)

f(xr) — f(2p-1)
Remarquons que cette méthode est une variante de la méthode de Newton, la dérivée f'(xy) est
remplacée par le taux de variation : %
Lalgorithme de cette méthode s’écrit : "
o donnée
Tant que | f(xy)| > ¢ faire :

T — Tk—1

P ) T

Concernant la 2éme variante, il faut d’abord déterminer £’ puis utiliser la méme méthode en rempla-
cant T, par Ty




L’algorithme s’écrit (avec test sur la précision) :
o donnée
Tant que | f(xy)| > ¢ faire :
1=1
Tant que f(xy)f(xg—;) > 0fairei =i+ 1
k" = k — 1 (cette boucle détermine k' en commengant par k — 1

. _ Ty — Tt
P = ) — )
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