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Exercice 1 : Soit t) € Ry, T € RY, zp € R, et soit f : [to,to + T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € R*. Pour tout t € [tg, to + T, et pour tous z,y € R :

On considere le probleme de Cauchy :
F() = (L a(t), tE[toto+T]
ZL’(t0> = Xg-

1. Montrer que le schéma d’Euler explicite a pas de temps constant pour résoudre le probleme
précédent est consistant et stable.

2. Calculer la différentielle premiere et seconde de f.

3. En déduire 'ordre de convergence du schéma de Euler.

Exercice 2 : Soit T € R?% , on considere les deux problemes :

2'(t) =tsin(x), te€]0,T],

P z(0) =

z(1)=1

1. Donner le schéma d’Euler explicite en prenant un pas de temps constant.

S{x’(t) =2 +a+1, tell,T)

2. Calculer les 2 premieres itérations en prenant comme pas de temps h = 0.1.

3. Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces problemes ?

Exercice 3 : Soit t) € Ry, T € RY, zp € R, et soit f : [to,tp + T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € RT. On consideére le probléme de Cauchy :

Z(t) = f(t,x(t)), tel=/ty,to+T]

ZL’(to) = X9-

(2)

On utilise une partition de I avec un pas de temps constant. Etudier 'ordre de convergence du
schéma :

1. Du point milieu explicite.

2. d’Heun explicite.

Exercice 4 : Construire un schéma de RK explicite d’ordre 3.

Exercice 5 : Soit tp € Ry, T € R%, 2y € R, et soit [ : [to,to + T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € RT. On considére le probléme de Cauchy :

{x’(t) = f(t,z(t), tE€ [to,to+T].
x(tog) = wo.

1. Est ce que le schéma d’Euler explicite est A-Stable ?

(3)



2. On prend dans le TSL : L = 1, t) = 0, g = 1 et T = 10. Calculer la solution exacte du
probléme précédent.

3. Etudier la A-Stabilité du schéma.

h:§eth:§.
2 2

1
4. Tracer le graphe des solutions approchées et exacte pour : h = 2

Exercice 6 : Soit to € Ry, T € R*, zy € R, et soit f : [to, to + T] — R une fonction Lipschit-
zienne de constante L € R*. On considere le probleme de Cauchy :
%ﬂw:ﬂuﬂm,teﬁmm+ﬂ.
x(tog) = xo.
1. Retrouver le schéma d’Euler implicite en utilisant une approximation de la dérivée.

2. Est ce que le schéma d’Euler implicite a pas constant est A-stable ?

Exercice 7 : Soit L > 0 un nombre réel positif et considérons le probléme (TLS) :
2'(t) = —Lx(t), Pourt>0
{x(O) =x9 donné
Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N et x,, une approximation de
x(t,).
1. Ecrire le schéma du trapeze (Crank-Nicolson) permettant de calculer x,,; a partir de z,.
2. Etudier la A-Stabilité du schéma.

3. A partir du schéma du trapéze, en déduire le schéma de Heun, est-il A-Stable?

ExerCice 8 : L’évolution de la concentration de certaines réactions chimiques au cours du temps
q
peut étre décrite par l’équation différentielle

/ (1)
t) = — .
() 142
Sachant qu’a l'instant t = 0 la concentration est x(0) = 5 , déterminer la concentration a ¢t = 2
a I'aide de la méthode d’Euler implicite avec un pas h = 0.5.

Exercice 9 : On consideére le schéma :
ki 2ky k3
n = dn h{— X —
Tp+1 Tn + < 6 + 3 + 6
avec : ki = f(tn, Tn), ko = f(tn + %, x, + hE) et k3 = f(tn + h 2, — hky + 2hky).
1. Dresser le tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer le schéma a un probleme du type (TLS) et exprimer, dans ce cas, .
3. Etudier, dans ce cas, la lim, ., =, et déduire.

Exercice 10 : Nous considérons I’équation différentielle 2'(t) = z(¢)t dont nous calculons une
solution numérique par la formule suivante :

h ht,x,
Tar = T+ bt + ) (0 + o)

1. Sachant que nous avons utilisé un schéma de Runge-Kutta explicite de tableau de Butcher :

&1 ‘ a11 a2
Co | G21  A22
| b b

Déterminer toutes les valeurs sur le tableau précédent. Est ce que ce schéma est consistant 7



2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x,,;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (1), et déduire.

Exercice 11 : Trouver a € R pour que le schéma (implicite) de Runge-Kutta de tableau de
Butcher suivant :

a | 0 «
1] 1
| 2

3

1
3
Soit d’ordre, au moins, égal a 2 pour la fonction f(t,z) = z et I'équation a'(t) = f(t, z(t)).

Exercice 12 : Nous considérons 1'équation z'(t) = f(t,z(t)) avec f(t,x) = xt? dont nous cher-
chons une solution numérique par le schéma, de Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 0
110
0 1

1. Exprimer z,,, en fonction de x,. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (z,), et déduire.

Exercice 13 : Nous considérons I'équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = z* + t dont nous

cherchons une solution numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-
Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 0 0
sz 0 0
B

Pour chacun de ces deux schémas :
1. Exprimer z,,; en fonction de x,, ;
2. Sachant que o = 0 et h = 1, calculer x;.

Exercice 14 : Nous considérons 'équation z'(t) = f(t,z(t)) avec f(t,x) = x.t dont nous cher-

chons une solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de
Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

o] 0 0 0
1
53 00
1] -1 2 0
5 3 s

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer z,; en fonction de x,, ;
2. Sachant que g =1 et h = 0.1, calculer z;.

Exercice 15 : Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le

schéma, donner un exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?
1. Schéma implicite RK a 2 étages.

2. Schéma semi-implicite RK a 2 étages.

3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas
explicites.
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Exercice 1 : Soit t) € Ry, T € RY, zp € R, et soit f : [to,to + T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € R*. Pour tout t € [tg, to + T, et pour tous z,y € R :

On considere le probleme de Cauchy :

d(t) = ft,z(t), t€to,to+T]
x(tg) = .
1. Montrer que le schéma d’Euler explicite a pas de temps constant pour résoudre le probleme
précédent est consistant et stable.

2. Calculer la différentielle premiere et seconde de f.

3. En déduire I'ordre de convergence du schéma de Euler.

Solution :
1. Avec les notation de la définition, pour le schéma d’Euler explicite on a ®(t,x,h) = f(t,x).
Donc Euler explicite est consistant. Puisque f est lipschitzienne alors on a :

|f(t,2) = [(t,y)] < Lz —y|
et donc
|®(t,2,h) — ®(t,y,h)| < L|z — y|
ainsi le schéma est stable Conclusion : le schéma d’Euler est stable et consistant donc c¢’est un

schéma convergeant .
2. On a 2/(t) = f(t,z(t)), donc la différentielle de f est donnée en (t,z) par :

of (t,x) N 0x(t) Of (t, x)

Ditt.o) =5 ot ox
_oft) o, 0f (@)
B AT
_ ofttx) ( z)
De méme la différentielle seconde de f est donnée en ( x) par :
D*f = D[Df]

9, Oz 0

—Df + Ea—Df

8

= e ring

of 01 r, 08
() ()

L0 ofof L L0 (OF\ L0
o " oror owar T on aﬁf(agg) T
_ o *f ofof f >’f
= o " oo T o 0w +f< ) o

3.0n a
O(t,z,0) = f(t,x)



et
0P

1
%(t,x,()) =0+# in(t,x)

donc le schéma d’Euler explicite est d’ordre 1.
Exercice 2 : Soit T € R*, on consideére les deux problémes :

2/ (t) = tsin(x), t€0,T],

z(l)=1

1. Donner le schéma d’Euler explicite en prenant un pas de temps constant.

{x’(t) =t*+z+1, te[l,T],

2. Calculer les 2 premieres itérations en prenant comme pas de temps h = 0.1.

3. Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces problemes ?

Solution :
1. Le schéma d’Euler :
- Pour P on a f (t,,x,) = t,sin (z,) donc :

Tpr1 = Tp+hf (tn, ) =z, + hit n-sin(z,)
{xo = 3.
- Pour Son a f (t,,r,) =t + x, + 1 donc :
Tpi1 =T, +h- (2 +z,+1)
{xo =1
2. Les 2 premieres itérations x; et x5 - Pour P on a h = 0.1,tg = 0 et t; =ty + h = 0.1. On
trouve :

T
.']}0:5
xlzg—i—hxtoxsin(g):g:lﬁ?
xg—;—i—().lxtlxsin(g)—72T+0.1><0.1><sin(g) :g+0.01:1.58

-Pour Sona h=0.1,tg=1et t; =ty + h = 1.1. On trouve :

Tog = 1
T =1401(f+1+1)=1+01(1"+2) = 1.3
T3 =13+0.1(f +13+1) = 1.340.1 ((1.1)* + 2.3) = 1.651

3. Convergence : Le schéma d’Euler progressif est consistant avec n’importe quel probleme de
Cauchy, car ®(t,x,h) = f(t,z). Pour la stabilité il faut que la fonction f soit lipschitzienne :
—PourP:ona:

|f(t. ) = f(t,y)] = |tsin(z) — tsin(y)]
= [t][sin(z) — sin(y)]
= t| cos(c)||z — ¥
avec ¢ une valeur comprise entre x et y d’apres le théoreme des accroissements finis : Pour
f(z) = sin(x), il existe ¢ entre = et y tel que :
F(c) = cos(c) = flz) — f(y) _ sin(x) — sin(y)
T —y T —y

Donc vVt € [0, 7]
F(t,2) = F(t9)] < teos@)llz —yl < Tlo—y] Va,y



Conclusion : f est lipschitzienne de constante T donc le probleme est stable. Le schéma d’Euler
utilisé est stable et consistant donc c¢’est un schéma convergeant. - Pour §

Ft2) = fty) = | +at1-1 =y =1 =|e -y

Conclusion : f est lipschitzienne de constante 1 donc le probleme est stable. Le schéma d’Euler
utilisé est stable et consistant donc c¢’est un schéma convergeant.

Exercice 3 : Soit t; € R, T € R%, z9 € R, et soit f : [to,to +T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € R™. On considere le probléeme de Cauchy :

(L’(to) = X9-
On utilise une partition de I avec un pas de temps constant. Etudier Pordre de convergence du
schéma :

1. Du point milieu explicite.

2. d’Heun explicite.

Solution :
(1) Pour le schéma du point milieu on a :

:I:nH:xn+hf<tn~|—%,3:n—|—%f(tn,a:n)>, Pourn=0,...,N —1
ZE(to) = 2o
donc

@@wjnzf<ﬁ+;$+gf@$0

- Stabilité : On a : f lipschitzienne donc

[f(t,x) = f(t,y)] < Lz —y.

Donc

|®(t, x,h) — D(t,y,h)| = ’f (t—i—;,x—i-gf(t,x)) —f(t—i-g,y—i—gf(t,y))'

<L

o 3100~y G F(0)

< Lz | + L3I (t,)  f(t.0)

h
< Llx —y| + §L2|x — 9]

h
< <L+ 2L2> |z =y
< Klz -y

Avec K = L + %Lz Donc @ est lipschitzienne ce qui implique que le schéma est stable.
Consistance :

On a ®(t,z,0) = f(t,x) = Schéma consistant.

Conclusion : Le schéma est stable et consistant donc il converge. Et :

0P 10f ( h af ( h

h 1 h
%(t,x, h) t+ §,x+ 2f(t,m)> + §f(t,x)£ t+ §,x—|— 2f(t,x)>

20t

Donc

O 1[8f of

%(t,x,O) - 5 E(tvx) + f(t,:r)ax(t,l’)‘|



On peut facilement vérifier que :
0?P 1
il Z D2
ainsi le schéma est consistant d’ordre 2. (2) Pour le schéma de Heun on a :
{ Tyl :xn—kg[f(tn,xn)+f(tn+h,xn+hf(tn,xn))], Pour n=0,...,.N —1
T (to) = X9
et )
O(t,2,h) = o (F(1,2) + (t+ b+ b (t,2)
- Stabilité : On a : f lipschitzienne donc

|f(t,z) — f(t,y)| < Llx —yl.

Done
1 1
L

< ...

-2
On vérifie facilement que ® est lipschitzienne ce qui implique que le schéma est stable.
- Consistance :
On a

Bt 0,0 = 3 (F(t,) + £(t,2)) = £ (¢, ).

O(t,2,0) = f(t,z) = Schéma consistant.
Pour l'ordre de consistance, utilisons les tableaux de Butcher :
ky = f(tn, zn)
ke = f (tn + h,x, + hky)

h
Tntl = T, + 5 (/{31 + ]{32)

Qu’on peut écrire :

1
11
2

2

Donc s = 2, b1:b2:%et01:0, Co = a9 = 1 ainsi :

=1

® 1
— szcz = b1C1 + bQCQ = —.
=1 2

Conclusion le schéma est consistant d’ordre 2.
Exercice 4 : Construire un schéma de RK explicite d’ordre 3.

Solution :

Le tableau de Butcher pour s = 3 est :
0

Co | Q21

C3 | 31 G32

by by b




Pour que les méthodes d’intégrations a chaque ligne soient d’ordre au moins 1 on impose :

i—1 s
ZCLU:C%’ et szzl
j=1 =1

Donc :
(21 = C2, Q31 + A32 = C3.
et
b1 +by+b3=1
La deuxieme condition de consistance Y7, bc; = %, donne ( avec ¢; =0) :
1
bQCQ + b303 = =
2
La troisi¢me condition 37, bic? = & donne :

1
bQCg —|— bgcg = g

N s 1
Et la quatrieme condition >, ; b;a;jc; = & donne
1
bsasaco = —
6
i ne prend que la valeur 3 (car i = 1 est impossible on n’ a pas a;;.9 = 2 corresponds a as; et ¢;
qui est nul). Finalement on doit résoudre le systeme :
Qg1 = C2

azy + azy = C3

b1 +by+b3=1
1
bQCQ + bgC3 = 5
2 21
bQCQ + b303 = g
1
bzazacy = 6
Le systeme admet plusieurs solutions.
Quelques solutions possible :
0 0 0
1711 212 20 2
2 | 2 3|3 3| 3
1]-1 2 % 0 % 0|—-1 1
121 1 3 3 o0 3 1
6 3 6 14 8 8 1 1

Exercice 5 : Soit t, € R, T € R%, z9 € R, et soit f : [to,to +T] x R — R une fonction
Lipschitzienne de constante L € RT. On considére le probléme de Cauchy :

{x’(t) = f(t,z(t)), tE€ [to,to+T).

I(to) = Xop-

(6)

1. Est ce que le schéma d’Euler explicite est A-Stable?

2. On prend dans le TSL : L =1, tg = 0, zg = 1 et T" = 10. Calculer la solution exacte du
probleme précédent.

3. Btudier la A-Stabilité du schéma.

hzéeth:i

1
4. Tracer le graphe des solutions approchées et exacte pour : h = 2 5 5



Solution :
(1) Le schéma d’Euler explicite est :

Tpt1 =Tp+hf(ty,x,) n=0....N—1
{ x (to) = o
Pour le test linéaire standard (TLS) on prend f(¢,2) = —Lxz, avec L la constante de Lipschitz,
on trouve :
Tpi1 =Ty —hlz,=(1—-Lh)z, n=0....N—1
{ z (to) = @o

x, est donc une suite géométrique de raison 1 — Lh son terme général est :
xn, = (1 — Lh)"xg
Done

lim z,=0=|1-Lh|<1l=-1<1—-Lh<l= —-2<—-Lh <0

n—-+00
Comme L et h sont positifs alors h doit vérifier :

9
h _
<1

Conclusion :

Euler progressif n’est pas A-Stable.

Il faut prendre h tres petit si le probleme est tres raide. Sinon (1 — Lh)™ — oc.
On obtient alors des fortes oscillations.

(2) Pour L =1,2(0) =1 et T'= 10. Le probleme a résoudre s’écrit donc :

{ 2'(t) = —z(t) te€]0,10]

Il s’agit d’'une EDO a variables séparables. En tenant compte des conditions aux limites on
trouve la solution

z(t) = exp”’
(3) Le schéma d’Euler (5) s’écrit :
{xml:(l—h)xn n=0...... N —1
Trog=1
On obtient la suite
T, =(1—=h)"

La solution exacte

(4) De la formule z,, = (1 — h)"™ on déduit que

- Si 0 < h < 1 alors la solution numérique est stable et convergente.
- Si 1 < h < 2 alors la solution numérique oscille mais converge.

- Si h > 2 alors la solution numérique oscille et diverge.

(5) Application numérique

n
- si h = 5 alors x,, = (%) et la solution exacte x (t,) = exp
donc le schéma est A-Stable.

n
-si h = 2 alors x,, = (—l> et z(t,) = exp "2 numériquement on verra que le schéma

/2 5 0. On a lim,_ 400 Zp = 0

2 2
converge lentement avec des oscillations.
3

-si h =2 alors z,, = (—5)n et z (t,) = exp "2, Le Schéma diverge.



Exercice 6 : Soit to € Ry, T € R%, 2y € R, et soit f : [to, to + T] — R une fonction Lipschit-
zienne de constante L € R™. On considere le probléme de Cauchy :

2'(t) = f(t,z(t)), t€ to,to+T].
Ji(to) = Xop-
1. Retrouver le schéma d’Euler implicite en utilisant une approximation de la dérivée.

2. Est ce que le schéma d’Euler implicite a pas constant est A-stable ?

Solution :
(1) pour n > 1 on approche

&' (tn) = f(tn,x (tn))

par
Tp — Tn—1

n = f(tnaxn)

c’est a dire
Ty = Tp_1 + hf (tn, xy)
Qu’on peut écrire :
Tnt1 = Ty + hf (tog1 + Tg1)
Pour tout n > 0 et zy donné.

(2) Appliqué au (TLS) on trouve :
{ Tpy1 = Xp —hLxpyy neN

xo donné
Done pour tout n € N
1
1+ hL

(1+hl)xy1 =y = Tpyy = T,

ce qui implique

1 n

OthZOetL>Oonﬁ<1doncxn—>0.

Euler implicite est donc A-Stable.

Exercice 7 : Soit L > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme (TLS) :
2'(t) = —Lx(t), Pourt>0
{x(O) =9 donné
Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N et z,, une approximation de
x(ty).
1. Ecrire le schéma du trapéze (Crank-Nicolson) permettant de calculer z,,1 a partir de x,,.

2. Btudier la A-Stabilité du schéma.

3. A partir du schéma du trapéze, en déduire le schéma de Heun, est-il A-Stable?

Solution :
(1) Si nous intégrons 'EDO 2/(t) = f(t,x(t)) entre ¢, et t,1 nous obtenons

# () — 2 () = / £(t,x(t))dt

On utilise la formule du trapeze :

) S (S e (1) + S (i)



Soit z,, 'approximation de z (¢,). On obtient le schéma du trapeze ou de Crank-Nicolson

{ Tyl = Ty + % (f (tn,zn) + f (tpe1, Tpy1), pourn=0,1,2,...
xo = x (to)
Il s’agit d'un schéma implicite car il ne permet pas d’écrire directement x,,; en fonction de x,
lorsque la fonction f n’est pas triviale.
(2) En appliquant le schéma du trapéze au probléeme (TLS) on obtient la suite définie par
récurrence suivante :

{ Tpp1 = Ty + % (=Lz, — Lx,,1)

xo = (to)

Donc

h h —hp 2 —hL
v (1+20) =2 (1=20) = 4y = — 274, = .
x“( T3 ) v ( 2) TR T e L

_(2—-Ln\"
=\ n) M

2—Lh

On trouve finalement

Par conséquent, lim,, . x, = 0 si et seulement si ’m‘ < 1.
Notons z le produit ah > 0 et ¢ la fonction ¢(z) = 3;—2 =1-25%.
Nous avons 0 < 57— < 1 pour tout z € R}, donc [g(z)] < 1 pour tout z € RY. Ainsi

lim,, , o x, = 0 pour tout h > 0, et le schéma est A-Stable.

(3) Pour éviter le calcul implicite de x,,; dans le schéma du trapéze, nous pouvons utiliser
une prédiction d’Euler explicite et remplacer le x,,; dans le terme f (t,11,Z,+1) par

Tpi1 = Tp +hf Ly, x,).

On trouve ainsi le schéma de Heun :

Tpt1 = Tp + % [f (tny2n) + f (tn + by + IS (B0, 20))]
z(0) = xg

En appliquant le schéma de Heun au TLS, on obtient la suite suivante :
h
Tpyl = Tp + 5 [—Lx, + f (t, + h,x, — hLxy,)]
h
Tpy1 = Tn + B [—Lx, — L (z, — hLz,))

2
Tpyl = (1 — Lh+ (Lg) )xn

Lh)*\"

Done

2

Par conséquent, lim,, ., x, = 0 si et seulement si

2
1—Lh+ (Lh)

< L
2

122 — 2+ 1. Nous avons |p(x)| < 1

Notons x le produit Lh(x > 0) et p(z) le polyndéme p(z) = 3

si et seulement si x < 2. En effet
1
p(z)] <1< ‘2x2—x+1’ <1

<:>‘a:2—2:c—|—2‘<2(commeA:—4<Odoncx2—2x+2>0)
St —2r+2<2

& x(r —2) < 0( comme x > 0)

Sr—2<0



Donc lim,, , 1 o z,, = 0 si et seulement si h < %

Exercice 8 : L’évolution de la concentration de certaines réactions chimiques au cours du temps
peut étre décrite par I’équation différentielle
x(t)
2(t) = — .
(t) 142
Sachant qu’a l'instant t = 0 la concentration est x(0) = 5 , déterminer la concentration a ¢t = 2
a I'aide de la méthode d’Euler implicite avec un pas h = 0.5.

Solution :

Ona f(t,x) =— 1“;(?2 donc le schéma d’Euler implicite est donné par le systeme :

xnﬂ:xn+hf(tn,:vn+1):xn—hfi§ n=0...,N
£K0:5

On trouve (8)

h
n 1 T o | — 4n
x+1<+1+t%> z

Tn
Tnt+l = 77/
1+ ey
A Tinstant ¢ = 0 la concentration est o = 5, et comme h = 1/2, alors ¢, = nh = n/2 done pour
n > 1 I’équation (9) donne :

Qu’on peut écrire :

4+ (n+1)>
6+ (n+1)2

t = 2 correspond a n = 4, on obtient donc :
Exercice 9 : On consideére le schéma :

Tpt1 = Tn

6 3 6

avec : ky = f(tn,xy), ko = f(t, + %,xn + h%l) et ks = f(t, + h,x, — hky + 2hks).

1. Dresser le tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer le schéma a un probleme du type (TLS) et exprimer, dans ce cas, z,.
3. Etudier, dans ce cas, la lim,, , 4 x, et déduire.

ke 2k k
xn+1:a:n+h<1+2+3>

Solution : On consideére le schéma :

ki 2ke ks
n — dn h|— e -

avec : ki = f (tp,xn) ke = f (tn + %,:Un + h%) et ks = f(t, + h,x, — hky + 2hks). 1. Dresser
le tableau du Butcher de ce schéma. Est ce que ce schéma est consistant ?

ki=f(tw, ) — 1 =0

2 2 2
l{?3:f(tn+h,l‘n—hk}1+2hk’2) —>63:1,CL31:—1,0,32:2

h k 1 1
k2:f<tn+2,l'n+hl> —> Cy = —,Q91 =

Donc : On a :

0 0 0 0

3 0 0

1 -1 2 0

=3 1‘ 2 1 % % %
Yiobi=gt+3zt+g=1



Dong, la schéma est consistant 2. Appliquer le schéma a un probléme du type (TLS) et exprimer,
dans ce cas, ©,,. TLS — 2/(t) = —Lx(t) — f(t,2) = —Lx donc :

kl = f (tnaxn) = _an

k1 Lh Lh
(:c +h2> (:c 2&:) ( 2>x

L
ks = f (tn + 2o — hky + 2ky) = —L (2 — hky + 2hky) = —L (f’“"n + Lha, — 2Lh (1 - 2h> fcn>

h k
k2:f<tn+2,:cn+h21>

ks = —L(1+ Lh — Lh(2 = Lh))a, = —L (1= Lh+ (Lh)*) x,

Done :

ki 2k k3 L 2L Lh
- ) I 22, — 21— ==

Lh Lh)?
xnﬂzmn—Lh(le—l—( )>xn

2 6
Tpil = (1—Lh <1+[gl+(L6}L)2>>xn
On pose : Q(X) :1—X(1+§+%2) done :
Tni1 = Q(Lh)z,
On en déduit que :
Zn = [Q(Lh)]" 20

3. Etudier, dans ce cas, la lim,,_, o 2, et déduire. La suite (z,,), est une suite géométrique de
raison [QQ(Lh)] et par conséquent :

+00 si Q(Lh) > 1
, si Q(Lh) =1
lim xz, =
n=+00 0 si |Q(Lh)| <1

n'existe pas  si Q(Lh) < —1
On en déduit que la zone de A-stabilité peut étre décrite par :
{X=Lh>0 tel que |Q(Lh)| <1}

Exercice 10 : Nous considérons 'équation différentielle 2/(t) = z(t)t dont nous calculons une
solution numérique par la formule suivante :

h ht,x,,
Tpt1 = Tp + h(t, + 5)(:16” + ; )

1. Sachant que nous avons utilisé un schéma de Runge-Kutta explicite de tableau de Butcher :

&1 ‘ 11 A2
Ca ‘ Q21 A22
| b by

Déterminer toutes les valeurs sur le tableau précédent. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (z,,), et déduire.



Schéma explicite, donc : ¢; = a;1 = a12 = as = 0 et ¢o = a9 donce, la tableau de Butcher,
dans ce cas, s’écrit : On a :

0 0 0
Qo « 0
by by

On a
Ky = f(tn, xn) = thx,
Ky = f(t, + ah,z, + ahK;) = (t, + ah) (v, + ahK;) = (L, + ah) (x, + aht,z,)
Donc :
Tpr1 = Ty +h (01 Ky + 0o Ky) =z + h (bit,z, + bs (8, + ah) (x, + aht,z,))
Tt = Tn + b (bitw + botnzn + baoh (tn)* 2 + byahay, + byah?t,m,)

Or, le schéma est formulé par :

nltn o h (tn)2 T N ha,, N h%t,x,
Tp = Tn nLn

i 2 2 4
Par identification :

1 , 1

b1+62:1 620125 bQOé :*:>b2:1 o= — b1:0
et, on a :
0 0 0
2 |2 O
| 0 1
2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x,, ; Pour f(¢,z) = —Lx on
a:
Kl = f(tnazn) = _an
]’L Kl _L'rn
Ky = 2 20— (a,
2 f(tn+27xn+h2> (x +h 5 )
1 —Lx,
Tt :zn+h2K2:xn+h<—L(xn—|—h ; >
Lh Lh
Tpi1 =Ty —Lh|1——|x,=(1—Lh|1——] |z,
2 2
Donc :

:En:(l—Lh(l—L;L)) o

3 . Etudier, dans ce cas, la convergence de (xy), et déduire. En particulier, la suite géométrique

de raison (1 — Lh ( — @)) converge vers zéro si et seulement si X = Lh > 0 vérifie :

e

qui représente une condition pour la A-stabilité.

Exercice 11 : Trouver a € R pour que le schéma (implicite) de Runge-Kutta de tableau de
Butcher suivant :

2
3

1
3
Soit d’ordre, au moins, égal a 2 pour la fonction f(t,z) = x et I'équation 2'(t) = f(t, z(t)).



On vérifie successivement les conditions :
al +aj;p =0 =«

Qg1 + ag =ca =1

Donc le tableau est bien posé
2 1

biy+by=-+-=1
1+ b2 3 + 3
Donc le schéma est consistant et comme la fonction f(¢,2) = x est lipschitzienne, par rapport
a sa deuxieme variable (|f(t,z) — f(t,y)] = | — y|), on déduit que le schéma stable et par
conséquent convergent d’ordre, au moins, égal a 1.
2 1 1 1
b bocy = = - Xl=—=a=-
1C1 + b2C2 304 + 3 X 5 (67 1
by (a11 + a12) + by (a1 + )—2<o+1)+1a+oy—1
1\a11 T a2 2 (21 T G22) = 3 4 3 =9
Donc, le schéma est d’ordre au moins égal a deux. Remarquons que :
2 /1\? 1 3 1
bic? b2:<) =4
athe=g(3) T3 =573

Donc le schéma ne peut pas étre d’ordre 3 .
Exercice 12 : Nous considérons I'équation 2/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,x) = xt*> dont nous cher-
chons une solution numérique par le schéma, de Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 0
i1 0
0 1

1. Exprimer z,,, en fonction de x,. Est ce que ce schéma est consistant ?
2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer, dans ce cas, x, ;
3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (z,), et déduire.

1. Exprimer z,,,; en fonction de z,. Est ce que ce schéma est consistant ? On a f(t,z) = (t*)

et :
Kl = f (tnaxn) = (tn>2xn

3h 3h 30\’ 3h .

h\’ h
xn+1:xn+h(0><K1+1XKg)zxn+h<tn+34> <$n+34(tn)2xn>

On a b;+by; = 0+1 =1 donc le schéma est consistant. Remarquons que la fonction f(t,z) = t*x
est évidemment Lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable et par conséquent, le schéma
est convergent d’ordre au moins égal a 1. 2. Appliquer la schéma au probleme (TLS) et exprimer,
dans ce cas, z,, : On a f(t,x) = —Lx et :

K, = f (tnaxn) = —Lx,

3h 3h 3h 3h 3Lh
Ky=f <tn + o5 En + 4K1> =—-L <xn + 4K1> =—L <xn + T (—an)> =—-L (1 — 4) T

L Lh

(-2 -

3. Etudier, dans ce cas, la convergence de (x,), et déduire. La suite (z,), est géométrique de

raison (1 — Lh (1 — %)), en particulier, elle converge vers 0 si et seulement, pour X = Lh > 0,



on a :

X
1‘X@‘i)%”

Qui constitue une condition assurant la A-stabilité.

Exercice 13 : Nous considérons I'équation /() = f(t,z(t)) avec f(t,x) = x? + t dont nous
cherchons une solution numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-
Kutta, donné par son tableau de Butcher :

0] 0 0 0
3z 0 0
5 3 s

Pour chacun de ces deux schémas :

1. Exprimer z,; en fonction de x,, ;

2. Sachant que xqg =0 et h = 1, calculer z;.

Solution :

Nous considérons 1'équation z/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,z) = x? + ¢ dont nous cherchons une
solution numérique par le schéma d’Euler explicite puis le schéma, de Runge-Kutta, donné par
son tableau de Butcher :

0] 0 0 0
s 5 0 0
5§ s

Pour chacun de ces deux schémas :
1. Exprimer z,,, en fonction de x,, ;
Méthode d’Euler :

Tpt1 = Tp +hf(tn,x,) =, + h(yc?1 +tn)

Méthode Runge-Kutta : D’abord remarquons que Le tableau n’est pas complet! La matrice
A = (a;;) doit étre carré et par conséquent, il faut réintégrer la premiere ligne qui est,
généralement, omise dans la représentation des méthodes explicites.

0] 0 0 0
o] 0 0 0
s 5 0 0
5§ s

Pour f(t,z) =2*+t,ona:
Ky = f(tn,r,) = 22 +1t,
Ko = f(t, +0x h,z, + han K1) = f(tn, zn) = 22 + t,
Ky = f(t, + an + ZKl) = (x, + Z(asi +t2))% + (tn + Z)
K, 2K, K;j

e L e

h h h
Tyl = Tp + 6(395% + 3ty + (2 + 5(3:2 + 1))+ (t, + 5))
2. Sachant que o = 0 et h = 1, calculer x;.
Euler explicite : z; = zg + 1(z2 + ) =0
RK @ @y =z + (32 + (20 + 3(28))> + (3)) = 3



Exercice 14 : Nous considérons I'équation z/(t) = f(t,z(t)) avec f(t,x) = z.t dont nous cher-
chons une solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de
Runge-Kutta, donné par son tableau de Butcher :

o] 0 0 0
1 1

O
1] -1 2 0
5 3 s

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer z,; en fonction de x,, ;
2. Sachant que g =1 et h = 0.1, calculer z;.

Solution : Nous considérons 'équation z/(t) = f (¢, x(t)) avec f(t,x) = z.t dont nous cherchons
une solution numérique par le schémas d’Euler (explicite et implicite) puis le schéma, de Runge-
Kutta, donné par son tableau de Butcher :

o 0 0 0
1

s |3 0 0

1] -1 2 o0

I

Pour chacun de ces trois schémas :
1. Exprimer z,,, en fonction de z,, ;
Euler explicite :

Tnt+1 = T + f(tna xn) =z, + tnxn

Euler implicite :

Tn,
Tpt+1 = Tn + f(tn-l—la :L‘n—l—l) =x,+ tn—&-lxn—&—l = Tpy1 = T
n+1
RK:Ona: f(t,z) =x.t
Kl = f(tnaxn) = Tply,
1 h 1 h

K3 = f(ty, + h,x, + (=K1 + 2K3)) = (t, + h)(—t,z, + 2((t, + ;h)(xn - ;L:cntn)))

K 2K. K

2. Sachant que g =1 et h = 0.1, calculer z;.
I1 suffit de remplacer
Exercice 15 : Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le
schéma, donner un exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?

)

1. Schéma implicite RK a 2 étages.

2. Schéma semi-implicite RK a 2 étages.

3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas
explicites.

Solution :

Etude des méthodes RK avec s = 2 (cas général). Pour chaque cas : Formuler le schéma, donner

un exemple et préciser si nous pouvons reconnaitre un schéma classique ?



1. Schéma implicite RK a 2 étages.
Le schéma se formule & travers son tableau de Butcher :

&1 ‘ a1 a2
C ‘ Q21  A22
| b by

Pour que ce tableau soit bien posé :
aip +ajg = ¢ a2 + ax = C

et pour quel soit consistant

bl + b2 =1
& | 11 A2 & | a11 €1 —ai
el mm ol m e
\ by by | 1—10b b

Ky = f(tncih, zn + h(an Ky + (1 — a11) Ka)
Ky = f(tpeah, xp + h(an K1 + (ca — ag1) K»)
Tpt1 = Tp + h((1 — b)) K1 + by K)
Exemple tiré de la littérature (Méthode de Gauss) : (¢ = ?)
—4 ] 3 i
+y | 1ty g

1
4

NN

| 3
2. Schéma semi-implicite RK a 2 étages.
Le schéma se formule & travers son tableau de Butcher :

D=

C1 ‘ a1 0
C ‘ Q21  A22
| b b

Pour que ce tableau soit bien posé :
@11 = €1 Q21 + Qg2 = C2

et pour quel soit consistant

bl + bQ — 1
C1 | a1 0 C1 | C1 0
almm_ al m atm
| by by | 1—1b bo

Kl = f(tn + Clh, T, + h(CLHKl)
Ky = f(t, + coh, xp + h(an K1 + (c2 — a21) K>)
Tpt1 = Tp + h((1 = by) K1 + by K)

Exemple:01:0702:1eta21:a22:b1262:%

o] 0 o0

L5 3

R

Klzf(tn>$n>
K, K,

Kzzf(tn‘f‘h,ﬂin‘i‘h(?"‘?))



K K.

En portant cette derniere équation dans I'avant derniere :

Ky = f(tn + h’xn-&-l) - f(tn—&-hxnﬂ)

et Finalement :

f(tna xn) f(tn+17 xn+1)
2 * 2 )
Il s’agit de la méthode du trapeze (Crank-Nicolson).

3. Schéma explicite RK & 2 étages. Etudier la convergence et la A-stabilité de ces schémas

Tpt1 = Ty + h(

explicites.
Le schéma se formule a travers son tableau de Butcher :
0 | 0 0
Cy | 921 0
| by by
Pour que ce tableau soit bien posé :
21 = C2
et pour quel soit consistant
bl + bz - 1
0 | 0 0 0 | 0 0
0 0
alm 0 el e 0
| by b | 1—by by
Kl — f(trw xn)

K2 = f(tn + Czh, Ty + h(CgKl)
Tpt1 = Tp + h((1 — b)) K1 + by K)

Exemple : co = a9y =1 by =by = %

0| 0
1] 1 0
3 3

Schéma de Heun.

Pour que le schéma soit d’ordre, au moins, 2 il faut bycy = 1 = ¢y =
) ) 2

2o
Pour que le Schéma soit d’ordre, au moins, 3 il faut byc2 = % et baagic; = % ce qui est impossible car
cCl = 0.
On déduit :
0 | 0 0
1 1
w | o 0

| 1-8 5



