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Exercice 1 : On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ y(t)=t+y(t) tel0,1]

y(0) =1

a. Calculer des valeurs approchées de v, y1, y2 et ys en utilisant la méthode d’Euler explicite avec
h =0.1.

b. Sachant que la solution exacte est donnée par y(t) = 2¢* — t — 1, Calculer I’erreur d’approximation
pour les valeurs approchées calculées précédemment. Comment varie cette erreur en fonction de 7 ?

Exercice 2 : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

(pey { V10 1000 =0
y(0) =yo >0

a. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

b. Soit 4 > 0 un pas de temps donné, on pose ¢, = nh pour n € N (en particulier £, = 0) et y,, une
approximation de y(t, ). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Crank-Nicolson :
En intégrant I’équation différentielle entre ¢, et ¢,,; puis en utilisant la méthode du trapeze pour
calculer fttn"“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,, | a partir de y,, ;

c. Montrer que la suite (y,,),en est une suite géométrique dont on précisera la raison 7 (en fonction de
h). Puis, Montrer qu’elle vérifie |r| < 1 pour tout 2 > 0;

d. Sous quelle condition sur & > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression
de y,, en fonction de n.

Exercice 3 : Considérons le probleme de Cauchy : Trouver y : [to, 7] — R tel que

{ y'(t) = ft.yt), t>t
y(0) = wo

Supposons que I’on ait montré 1’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes numé-
T — 1y

riques est de subdiviser I’intervalle [t, T'| en m intervalles de longueur h = = tix1 — t;. Pour
chaque noeud ¢; = to + ih, (1 < i < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(¢;). Rappelons
que I’ensemble des valeurs {yo, y1, -..., Ym } représente la solution numérique du probleme.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I’intégration de 1’équa-
tion différentielle y/'(t) = f(t,y(t)) entre t; et t; o :

tiyo

Y(tive) —y(ts) = f(t,y(t))dt.

t;

a. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique explicite permettant de calculer ;- a partir de y;. et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;

b. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y; 5 a partir de y; 1 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;



Exercice 4 On considere le probleme de Cauchy sur I'intervalle [0, 10], définie par :

{ y(t) =—y(t), t>0

y(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probleme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordi-
naire ;

3. En déduire une formulation du type : y;+1 = g(h, ) avec g(h, i) une fonction a préciser (autrement
dit, I’itérée en ¢; ne dépend que de h et i et ne dépend pas de y;);

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues avec la méthode explicite
d’Euler avec h = 2.5 puis avec h = 0.5.

Exercice 5 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste
a utiliser le calcul numérique de la dérivée et de 1’utiliser pour approcher ¥(¢;). Soit f une fonction
supposée derivable sur un intervalle [a, b] et (;);—o..._, une subdivision de [a, b] en n sous intervalles de
méme amplitude h = b_T“, une valeur approché de f'(z;) peut étre donnée par 1’une des deux formules :

f(xi) — f(x;)
h

D gua:ﬂ%%X@H>

a. Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

Dy : fa(zi) =

flz) 2 4 8 16 32

al. Calculer, de deux manieres différentes, une valeur approchée de f’(3),
a2. Sachant que f est définie par f(x) = 27, calculer f/(3) et comparer la valeur exacte et les valeurs
approchées.
b. On considere le probleme de Cauchy suivant :

oy { V0= S0 te 0T
y(0) = wo
Soit (t;)i=o.,..., une subdivision de [0, 7] avec t; = 0+i(——), une solution approchée {yo, ¥1, ..., Yn }
du probleme ( P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniere suivante :
bl. Ecrire I’équation différentielle pour ¢ = ¢; puis utiliser D; pour reformuler 1’équation différen-
tielle en une relation entre y(t;41) et y(t;);
b2. En utilisant 1’approximation y; ~ y(t;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite);
b3. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition D5 au lieu de D ;
c. On considere le probleme de Cauchy suivant :

{y@:1+Mﬂtemﬁ

y(0) =0

cl. Montrer que le probleme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette so-
lution.

c2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
explicite avec h = 0.1.

c3. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
implicite avec h = 0.1.

T-0
n



Exercice 6 : Considérons le probleéme de Cauchy :

“ﬁ{ywzl—w@

y(to) =1

a. Montrer que le probleme (P) admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette
solution.

b. Soit A > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € R (ainsi ty = 0;¢t; = h; ---) et y, une
approximation de y(t,,).
bl. Evaluer fttn"“ y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;
b2. Intégrer I’équation différentielle, du probleme, entre ¢,, et t,,, o et déduire, en utilisant le résultat

de la question précédente, une relation entre y,,.2; ¥,+1 €t y,, (et en fonction de h);

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution

numérique de (P)).

Exercice 7 : Considérons le probléme de Cauchy suivant dont on suppose qu’il existe une et une seule
y'(t) = f(t,y(t) teto,T]

y(to) = yo

Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser ’intervalle [to; T']
en N intervalles de longueur h = %. Pour chaque nceud ¢, = tg + nh; (1 < n < N) on cherche
la valeur inconnue w,, qui approche y(t,) a partir de ug = yo. L’ensemble des valeurs {ug; uy;- - uy}
représente la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des schémas numériques basés sur 1’intégration approchée de ’EDO

y'(t) = f(t;y(t)) entre t,, et ¢, & partir de la relation :

yﬁwﬂzywﬂ+lwﬂﬂtmmﬁ

Les schémas d’ADAM approchent I’intégrale précédente par I'intégrale d’un polyndme interpolant f
en des points donnés.
a. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points 2 interpoler le point {tn}. Quel

solution : Trouver y : [ty, 7] C R — R tel que {

schéma reconnait-on ?

b. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points 2 interpoler les points {tn;tni1}-
Quel schéma reconnait-on ?

c. Bcrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points {¢,,_1; t,; t,11}
en proposant une adéquate initialisation de la suite. (Attention : on integre f sur I’intervalle [t,,; ¢, 1]
mais on interpole fent, 1,1, ett,.1).

Exercice 8 : Soit 3 > 0 un nombre réel positif et considérons le probléme de Cauchy

{ y'(t) = —Py(t) Pourt >0
y(to) = wo

ou Y est une valeur donnée. Soit 2 > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € N (ainsi ty = 0) et u,
une approximation de y(¢,) :

a. Ecrire le schéma du trapéze (appelé aussi de Crank Nicolson) permettant de calculer w,,; a partir
de u,,. Sous quelle condition sur & le schéma du trapeéze est-il A-stable ? Autrement dit, pour quelles
valeurs de h la relation lim,,_, u,, = 0 a-t-elle lieu?

b. A partir du schéma du trapeze, et en utilisant une prédiction progressive de votre choix déduire le
schéma de Heun. Sous quelle condition sur h le schéma de Heun est-il A-stable ?
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Exercice 1 : On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ y'(t) =t+y(t) tel0,1]
y(0) =1

a. Calculer des valeurs approchées de g, y1, 12 et y3 en utilisant la méthode d’Euler explicite avec
h =0.1.

b. Sachant que la solution exacte est donnée par y(t) = 2¢* — ¢ — 1, Calculer I’erreur d’approximation
pour les valeurs approchées calculées précédemment. Comment varie cette erreur en fonction de 7 ?

Solution :
f(t,z) =t + x est une fonction lipschitzienne et le schéma d’Euler explicite s’écrit :

Yn1 = Yn + 1f (tns Yn) = yn + h(tn + yn) = (1 + h)yn + hiy
Yyo=1 y1=11 1y, =1.22
ys = 1.362  y4 = 1.5282
y(to) =y(0) =1 y(t1) =y(0.1) =2 —0.1 —1~1.1103
y(ts) = y(0.2) =272 — 0.2 — 1 =1.2428 y(t3) = y(0.3) = 2% — 0.3 — 1 = 1.3997
Eo = |y(0) = yo| =0
Ey = |y(t1) —yi| = |1.1103 — 1.1] = 0.0103
Ey = |y(ta) — yo| = |1.2428 — 1.22| = 0.0228

Es = |y(ts) — ys| = [1.3997 — 1.362| = 0.0377

L’erreur semble croitre d’une itération a la suivante.

Exercice 2 : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

y'(t) + 10y(t) = 0
y(0) =30 >0

)

a. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

b. Soit 4 > 0 un pas de temps donné, on pose ¢, = nh pour n € N (en particulier £, = 0) et y,, une
approximation de y(t,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Crank-Nicolson :
En intégrant I’équation différentielle entre ¢, et ¢,,; puis en utilisant la méthode du trapeze pour
calculer ftt:“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,,; a partir de y,, ;

c. Montrer que la suite (y,,),en est une suite géométrique dont on précisera la raison 7 (en fonction de
h). Puis, Montrer qu’elle vérifie || < 1 pour tout h > 0;

d. Sous quelle condition sur & > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression
de y,, en fonction de n.

Solution :



Par séparation des variables, nous avons :

d d
Y = 10y = d—‘:{ = 10y = Y = 10dt = In(Jy|) = 10t + ¢ = |y| = e 1% = y = ke 10
y

et comme y(0) = yo = ke alors, la solution du (PC) est :

y(t) = yoe '

b. Soit & > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier ¢, = 0) et y,, une
approximation de y(t,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢,, et £,,, 1 puis en utilisant la méthode du trapeze pour cal-
culer |, bt y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 4, a partir de y,, ; En intégrant 1’équa-

tn
tion, nous avons :

tn+1 tn+1 tn+1
[ i =10 [yt =yt ~ vl =10 [ (o)
tn tn tn

En appliquant la méthode du trapeze pour approcher I’intégrale su deuxieme membre, nous obte-

nons :
Y(tni1) +y(tn Y(tni1) + y(tn
W) — (k) = 10((t01 — 1) WLy g W) 20y 4, ) 4y,
Finalement, en utilisant 1’approximation y(¢;) ~ y; on déduit :
1—5h
Yn+1 — Yn = _5h(yn+1 + yn) = (1 + 5h)yn+1 = (1 - 5h)yn = Ynt1 = 1+ 5hyn

c. Montrer que la suite (y,),en est une suite géométrique dont on précisera la raison 7 (en fonction de
h). Puis, Montrer qu’elle vérifie || < 1 pourtout h > 0;On a:

1—5h
Yn+1 = 1 T 5hy” =TYn
si b # L alors r # 0 et la suite (y, ), est géométrique de raison r = %
En plus, A étant positif,
|1 —5h| < |1|+|—5h| =1+5h=|1+5h| = |r| = |1 — 5h
|14 5h|

d. Sous quelle condition sur 4 > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression
de y,, en fonction de n.

1 —5h 1
= >0=1-5h>0=>h<-
" T = =5
En utilisant les propriétés des suites géométriques et en supposant h < % ona:
1 —5h

Yn = Yor" = yo(1 m 5h)”

Exercice 3 : Considérons le probleme de Cauchy : Trouver y : [to, T] — R tel que

{ y'(t) = f{ty(t), t>to
y(0) = yo

Supposons que I’on ait montré 1’existence d’une unique solution y. Le principe des méthodes numé-
T —1y

riques est de subdiviser I’intervalle [y, 7’| en m intervalles de longueur h = = t;4+1 — t;. Pour

m
chaque noeud ¢; = ty + ih, (1 < i < m) on cherche la valeur inconnue y; qui approche y(t;). Rappelons
que I’ensemble des valeurs {yo, y1, --.., Ym } Teprésente la solution numérique du probleme.



I’équation différentielle y'(t) = f(¢,y(t)) entre t; et t; o :

tit2

Y(tive) —y(ti) = f(t,y(t))dt.

t;

a. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique explicite permettant de calculer y; o a partir de y;.1 et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;

b. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y; 5 a partir de y; 1 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;

c. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.

Solution :
Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I’intégration de 1’équa-
tion différentielle y/'(t) = f(¢,y(t)) entre t; et t; o :

tiyo

Y(tize) —y(t;) = f(t,y(t))dt.

t;
a. En utilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique explicite permettant de calculer y; - a partir de y;.1 et y;. Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;
La méthode du point milieu (ou rectangle au milieu) consiste a remplacer la fonction g(t) = f(¢,y(t))

par la constante g(“4%) = g(tiz1) = f(tiv1, y(ti1)) = f(tiv1, yir1) -

tit2
JAOE
t;
D’ou:
Y(tize) — y(ti) = 2hf(tiv1, yir1) = y(tize) = y(ts) + 2hf(tis1, Yiv1) = Vite = ¥i + 2R f (tis1, Yig1)

Le calcul de y;, 2 nécessite les deux valeurs y;.1 et y;, par conséquent, on doit donner les deux pre-
mieres valeurs de la suite :
yo = y(0) donnée et y; = y' = yo + hf(to, yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.

tit2

tit2
J(tig1, Yigr)dt = f(tig1, Yir1) / dt = f(tizr, yis1)[tivo—ts] = 2hf (tiv1, Yir1)
t;

t;

b. En utilisant la formule de quadrature de Simpson pour approcher le membre de droite, écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer y; 5 a partir de y; 1 et y; ; Notons que ce schéma
a besoin de deux valeurs initiales ; on posera alors yo = y(0) et y; sera approché par une prédiction
d’Euler progressive ;

Application de 1a méthode de Simpson avec les trois points : x;, x; 11 et T;.o :

tito

tivo — t;

f(ty(®)dt = ==—
t;

Ona:tyy —t; = 2het f(t;,y(t;)) ~ f(t;,y;)

d’ou:

(i y(ti) +4f (tira, y(tiv)) + f(ire, y(tin2)))

h
Ytz =i = 5 f(tisyi) +4f (i1, Yigr) + f(tivo, Yiro)]
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Le calcul de y; 2 nécessite les deux valeurs y;,1 et y;, par conséquent, on doit donner les deux pre-
mieres valeurs de la suite :
Yo = y(0) donnée et y; = y" = yo + hf(to, yo) calculée par la méthode d’Euler explicite.
Remarquons que ;.o figure aussi dans le second membre, donc la méthode est implicite (nécessite
un calcul supplémentaire pour isoler et calculer y; 5.

c. Proposer une modification du schéma a la question précédente pour qu’il devient explicite.
Pour obtenir une méthode explicite, il suffit de remplacer, dans le second membre, ;.o par une
expression équivalente (par exemple, en utilisant la méthode explicite d’Euler) : y;,0 = yﬁrg =
Yir1 + 1f (i, yiy1) dou:
h
iz =¥t 3 [f(Eis i) +4f (tivrs igr) + [ (ive, Yirr + RS (i, Yiga))]
Exercice 4 On considere le probleme de Cauchy sur Iintervalle [0, 10], définie par :

{ y'(t) =—y(t), t>0

y(0) =1

1. Calculer la solution exacte du probleme de Cauchy ;

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordi-
naire ;

3. En déduire une formulation du type : y;+1 = g(h, ) avec g(h, i) une fonction a préciser (autrement
dit, I’itérée en ¢; ne dépend que de h et ¢ et ne dépend pas de y;);

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour déterminer les solutions obtenues avec la méthode explicite
d’Euler avec h = 2.5 puis avec h = 0.5.

Solution :
1. Calculer la solution exacte du probleéme de Cauchy ; Séparation des variables :

d d
y':—yﬁd—z:—y:—y:—dtﬁln(|y|):—t+cste:y:K6_t
Y

y0)=1=K=1=y=¢"'

2. Soit h le pas temporel. Ecrire la méthode d’Euler explicite pour cette équation différentielle ordinaire
(EDO);

PP
yo = y(0) = 1 donnée,

3. En déduire une formulation du type :

Yir1 = g(h,i)
avec g(h,7) une fonction a préciser (autrement dit, 1’itérée en ¢; ne dépend que de h et ¢ et ne
dépend pas de y;); On a
i = (L= h)yy = (1= =y’ = ..= (1 =)y = (1-n)"
On peut démontrer le résultat par récurrence.
4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour tracer les solutions : Pour chaque méthode numérique, il
faut construire la table des valeurs (¢;,y;) :

® cxacte,
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5,

n=4



n==~8

e obtenue avec la méthode d’Euler avec i = 0.5.

n =20

4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour tracer les solutions :

e cxacte : La fonction y(¢) = e~* Pour chaque méthode numérique, il faut construire la table des

valeurs (¢;,y;) :

e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 2.5 = n =4dety; 1 = (—1,5),i=0,1,...
1|0 1 2 3 4
10l 25| 5 | 7.5 10
yi | 1| —1,52,25| —3,375 | 5,0625
e obtenue avec la méthode d’Euler avec h = 0.5 = n =20 ety; 1, = (0,5),i=0,1, ...
1 10] 1 2 3 4 5 6 7 8
t; 0,5] 1 1,5 2 2,5 3 3,9 4
Y;11[0,510,25|0,125|0,0625 | 0,03125 | 0,015625 | 0,0078125 | 0,00390625
9 10 11 12 13
4,5 ) 9,D 6 6,5
0,001953125 | 0,001953125 | 0, 0009765625 | 0,00048828125 | 0,0001220703125
14 15 16 17
7 7,9 8 8,5
0,00006103515625 | 0,000030517578125 | 0,0000152587890625 | 0,00000762939453125
18 19 20
9 9,5 10

0,000003814697265625

0,0000019073486328125

0,00000095367431640625
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les points A, B, C,... la solution approchée avec n = 20.

Exercice 5 : Une deuxiéme approche pour la résolution numérique des équations différentielles consiste
a utiliser le calcul numérique de la dérivée et de 1’utiliser pour approcher y'(¢;). Soit f une fonction
supposée derivable sur un intervalle [a, b] et (;);—o,.., une subdivision de [a, b] en n sous intervalles de
méme amplitude h = b_T", une valeur approché de f'(z;) peut étre donnée par 1’une des deux formules :

f(@iv1) — f()
h

D, : folws) = f(w:) _hf@jil) 1=1,...n

a. Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

D : fc/z(l“i) =

x 123 4 5
flz) 2 4 8 16 32

al. Calculer, de deux manieres différentes, une valeur approchée de f’(3),
a2. Sachant que f est définie par f(x) = 27, calculer f'(3) et comparer la valeur exacte et les valeurs
approchées.
b. On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(t) = ft,y(t)) te€[0,T]
(m{mm—m

Soit (¢;)i=o,....» une subdivision de [0, T avec ¢; = 0+ i(2=2), une solution approchée {yo, y1, ..., Yn }

du probleme (P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :
bl. Ecrire I’équation différentielle pour ¢ = ¢; puis utiliser D; pour reformuler 1’équation différen-
tielle en une relation entre y(¢;,1) et y(¢;);
b2. En utilisant 1’approximation y; ~ y(¢;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite) ;
b3. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition D5 au lieu de D; ;
c. On considere le probleme de Cauchy suivant :

{y@:1+MQtemﬁ
y(0) =0
cl. Montrer que le probleme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette so-
lution.
c2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
explicite avec h = 0.1.
c3. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,y(1) en utilisant la méthode d’Euler
implicite avec h = 0.1.
Solution :
1) Une fonction f est donnée par les valeurs suivantes :

x 123 4 5
flz) 2 4 8 16 32

.....

a. Calculer, de deux manieres différentes, une valeur approchée de f’(3),

73 = Flea) ~ £1(3) — f(xs3) ; flx2) _ f(4) I fB) _8 I 4 _

F) = (o) ~ fy(3) = LS 0)_J@ZJ)_d=2

8




f(l‘) — 9% — exln2 = f/(x) — 1n26x1n2 = 9271n2 = f/<3) — 23 n2 ~ 47 23
2) On considere le probleme de Cauchy suivant :

y(t) = ft.y(t)) t€[0.T]
(F) { y(0) = 4o

Soit (t;)i=o,...,, une subdivision de [0, 7] avec t; = 0+i(<=2), une solution approchée {yo, y1, ..., Yn }

du probleme ( P) peut étre obtenue est utilisant la dérivation numérique de la maniére suivante :
a. Ecrire I’équation différentielle pour ¢ = t; puis utiliser D; pour reformuler I’équation différen-
tielle en une relation entre y(t;,1) et y(t;);
Ona:

.....

y(tiv1) —y(t)
y'(t) = fti,yt:) = %
b. En utilisant I’approximation y; ~ y(t;), formuler la méthode de résolution ainsi obtenue (dite
méthode d’Euler explicite);
Ona:

= f(ti,y(t:)) = y(tizs = y(t:) + hf(ts, y(t:))

Y(tivr) = y(ti) + hf(ts, y(ts) = vier) = yi + hf (i, i)
c. Formuler la méthode d’Euler implicite obtenue en utilisant la définition D5 au lieu de Dy ;

y(t:) —y(ti1)

Y (ti) = f(ti, y(ts) = 3

Donc :

= f(ti,y(ts)) = y(ts) = y(tiz1) + hf(ti, y(ts))

Yi = Yir + hf(ti, i) = Yirr = yi + bf (tiv1, Yirr)
3) On considere le probleme de Cauchy suivant :
y'(t)=14y(t) te€]0,1
(P){ O =1+40) tel]
y(0) =

Montrer que ce probleme admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette solution.
Il s’agit d’un probleme de Cauchy avec f(t,y) =1+ yetona:

1f(ty) — fE ) =11 +y — (1 + )| = |y — e

Donc f est Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et le probleme de Cauchy admet une
solution unique.

Equation différentielle linéaire du ler ordre : y/'(t) — y(t) = 0 = y(t) = Ke' y(t) = —1 est une
solution particuliere, donc : y(t) = ke’ — 1 et comme y(0) = 0 alors k£ = 1 donc :
y(t) =e -1

2. Calculer des valeurs approchées de y(0.1), y(0.2), y(0.3),...,5(1) en utilisant la méthode d’Euler
explicite ou progressive avec h = 0.1.

P _yP .
%:f(tuyl) :>y£|—1:yl+h’f(tlayzp) pour 7 = 1727"'
1o donnée,

avec
h=01, f(t,y) =14y, etyo=0
Soit :

yb =yl 011+ ") =014+ 1.1y avec y) = y(0) =0eti=0,1,...,10



plicite avec h = 0.1. Notons qu’une valeur approchée de y(t;) = y(ih) =y = 0.1 + 1.1y" | pour
1=1,...,10 donc :

y(0.1) = y(t;) 2y =0.1+1.1x0=0.1,9(0.2) = y(t2) ~ yL = 0.1+1.1xyl = 0.1+1.1x0.1 =
0.21,....

Schéma d’Euler retrograde ou implicite :

R _yR :
{ % = f(tiz1, Yir1) = ?/iph =y + hf(ti1, ?Jfﬂ) pour:=0,1,2,...

Yo donnée,
avec
h=0.1, f(t,y)=1+y, etyo=0
Soit :
yh =y 0114 y) =014y + 0.1y =y, = % + 190yR avec 4 = y(0) =0eti=0,1, ...

Notons qu’une valeur approchée de y(t;) = (zh) =ylt= % + %yﬁ pouri =1,...,10 donc:
y(0.1) = yf' = 5+ Gy = 5. y(0-2) = y(t2) = 5+ Guyi' = 5 + g1 ~ 0.23,....

4. Comparer les erreurs d’approximation des deux methodes
Il faut comparer I’erreur (la différence) entre la valeur exacte et les valeurs approchées, on peut utili-
ser le tableau suivant :

7 0 1 2 31415 ...19
t; 0 0.1 0.2 0.3/04(0.5]...10.9
Valeur exacte y(t;) = et —1 |0 | %! —1~0.105 | %2 — 1 ~ 0.221
Valeur approchée explicite 7 | 0 0.1 0.21
Valeur approchée implicite y” | 0 5 ~0.111 0.23
Erreur Ep = |y(t;) — 7| 0 0.005 0.011
Erreur B = |y(t;) —y®| |0 0.006 0.009

Exercice 6 : Considérons le probleéme de Cauchy :

oy { 0 =12l

y(to) =1

a. Montrer que le probleme (P) admet une solution unique. Donner I’expression explicite de cette
solution.

b. Soit h > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € R (ainsi t, = 0; ¢, = h;---) et y, une
approximation de y( n)-
bl. Evaluer ft "2 y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;
b2. Intégrer I equatlon différentielle, du probleme, entre ¢,, et ¢,,. o et déduire, en utilisant le résultat

de la question précédente, une relation entre y,, .2 ; ¥,+1 €t ¥, (et en fonction de h);

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution

numérique de (P)).

Solution
Soit (P) le probleme de Cauchy donné par:  (P) { z



(P) est un probleme de Cauchy avec f(t,y) =1 —2yetona:

|f(ty) — fGy) =1 =2y — (1= 2y2)| = | — 2(y1 — v2)| = 2|y — 32

Donc f est 2-Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et le probleme admet une solution
unique.

ESSM : ¢/ = —2y = y = ke~2! Solution particuliere (variation de la constante) :

Ke —2ke @ =1-2keX=zk="trak=e"2k= =y,=1
La solution générale est donnée par :
y=ke+iety(0)=k+3=1=>k=

Finalement, la solution du probléme est donnée par :

y(t) = 501+

2. Soit A > 0 un pas de temps donné, ¢,, = nh pour n € N (ainsi ¢, = 0) et y,, une approximation de

y(tn)

a. Evaluer fti"“ y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu ;

bnt2 tn 2 + tn
[ 0t =t = )2 = 2yt
tn
b. Intégrer 1’équation différentielle, du probleme, entre ¢,, et £, o et déduire, en utilisant le résultat
de la question (2.a.), une relation entre v, .2, ¥,+1 €t ¥, (et en fonction de h);

tni2 tni2 tnt2 tn+t2
/ y’(t)dt:/ (1—2y(t))dt:/ dt—2/ y(t)dt
tn tn tn tn

Y(tns2) — y(tn) = 2h — 4hy(tni1)
Donc :
Yn+2 = _4hyn+1 + Yn + 2h

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une réso-
lution numérique de (P)).
On utilise la méthode d’Euler progressive :

yr=yo+hf(t,yo) = yo+h(l —2y0) =1+ h(1=2)=1—h
Donc le schéma est donné par :

Yng2 = —4hYn1 + yn + 20
n=1-h
Yo =1

Exercice 7 : Considérons le probléeme de Cauchy suivant dont on suppose qu’il existe une et une seule
y(t) = ft,y(t) telto,T]

y(to) = Yo

Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser I’intervalle [¢y; 7]
en N intervalles de longueur h = %. Pour chaque nceud ¢, = tg + nh; (1 < n < N) on cherche
la valeur inconnue w,, qui approche y(t,,) a partir de uy = yo. L’ensemble des valeurs {ug; ui;---uyn}
représente la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des schémas numériques basés sur I’intégration approchée de I’EDO

y'(t) = f(t;y(t)) entre t,, et ¢, a partir de la relation :

solution : Trouver y : [tg,7] C R — R tel que {

oltnir) =yltn) + T b )



en des points donnés.
a. Ecrire le schéma explicite obtenu en choisissant comme points 2 interpoler le point {t»}. Quel schéma
reconnait-on ?
b. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points 2 interpoler les points {t,;%,.1}.
Quel schéma reconnait-on ?
c. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points {t,_1; ,; tp41 }
en proposant une adéquate initialisation de la suite. (Attention : on integre f sur I’intervalle [t,,; ¢, 1]
mais on interpole f ent, 1, t, ett,1).

Solution
1) Le polyndme d’interpolation de la fonction f(., y(.)) sur la base d’un seul point ¢,, est le polyndme de
degré zéro donné par Py(z) = f(tn,y(t,)). Donc :

Y(tsr) = y(t) + / B0t = y(ta) + [t y(t)) / = y(t) + F (b y(t)) (bt — 1)

y(tn+1) = y(tn> + hf(tm y(tn))
Avec I’approximation y(¢;) =~ y;, nous obtenons :
Yn+1 = Yn + hf<tn7 yn)

qui est le schéma d’Euler explicite.

2) Le polynéme d’interpolation de la fonction f(.,y(.)) sur la base de deux points ¢, et ¢, est le

polyndme de degré un donné par
t—1

t—t, .
Pi(z) = - t“ Fltny(tn)) + o f(tur1, y(tar1))
n = n+l n+l = n

Pi(a) = =3 £t y0))(E = tass) + 3 (b b)) (0~ 1)

Donc :
tn+1
twss) =ita) + [ Pt
tn
1 tnt1 1 tnt1
= ylta) = 3 Ftast(®) [ (= )t b F b yltas)) [ (0 )
tn tn
On a
tna1 2 tn+1 t2 _ t2 1 hQ
bt )dt= |t ot =kl n g2 it = —— (8 2 — Upat,) = ——
+ + n+1 + n+1 n +
. 2 " 2 2 2

tn+1 2 tny1 2 _ t2 1 h2
/ (t B t")dt - {_ a tnt} = Entntr £ t721 - §(t721+1 + ti - 2tntn+1) - E
t
On en déduit que :

twr) = yl00) s 0(60)) + 5 Flbnin y(tan)) = (7l p(E0)) + (e 9(0ni)

Remarquons que nous pouvons appliquer directement la méthode du trapeze qui es définie comme étant
la méthode basée sur I’interpolation entre les deux bornes de I’intégrale, et on aura :

| o= [ gtode = "0 00) 4 glt00) = 5 y(6) + St p(t))



Le polynéme d’interpolation de la fonction f(.,y(.)) sur la base des points ¢,,_1, ¢, et ¢, est le poly-
ndme de degré deux donné par :

By(t) =
(t —tn1)(t = tnya)
(tn - tnfl)(tn - th)

(t —tn)(t —tns1)
(tnfl - tn)(tnfl - tn+1)

f(tn—la y(tn—l)) + f(tnvy(tn))

(t — tn 1)(t )
( ( +( n+1 ()(t)n+1 _ n)f(thrl?y(thrl)) ( )
. f tn—lay tn—l)) ( ny Y tn f(tn—i-lay tn 1 )
= Tt D) gt ) = DB oy P W)y )

En intégrant 1’équation différentielle est en remplagant f,’ L E(E y(t))dt par Li"“ P»(t)dt nous obte-
nons :

Y(tni1) = y(tn) + /t " Py(t)dt

Y(tni1) = y(tn)+

[t (i y(t0)) f(tsr.(0a1)

(t=tn)(t=tni1) = (t=tn-1)(t=tnt1)+ (t=tn1)(t—tn))dt

oh? n? 2h2
Ylturr) = ylta) + L a”‘;’,i(t"_l)) /t:nﬂ(t—tn)(t—tnﬂ)dt_ f(tn,hzé(tn)) /t:”“(t—tn_l)(t—tw)dm
f(t”“ézg(t”“)) /:H (t = tu1)(t — ta)dt
Y(tns1) = y(tn) + Anf (tn1,y(ta-1)) + Buf (tn, y(tn)) + Cnf (tnt1, y(tns1))
Avec : t
A, = 2—22 tn”“(t S — tn)dt
Bom [t ) bt

h?

1 tn+1
G = 55 / (£ =t 1) (t— t,)dt

Les coefficients A,,, B,, et C,, sont a calculer en fonction de t,,, t,,, 1, n et h (et non pas t¢,,_;. Par exemple,

nous avons :
3 2 tn+1

tnt1 tn+1 t
/ ((t —tp)(t —tpsr))dt = / (t2 — (tn + tup1)t + tptyyr)dt = 3 + (t, + tn+1)§ + tntniat
tn tn

tn

3. 2., t3 t2
- % + (t + tn+1> i n n—i—ltn-l—l - (gn + (tn + tn—&-l)En + tntn—i—ltn)
t3 t3 t2 42
_ n+1 n + (tn + tn—i—l) n+1 n

+ tntn-i-l (tn—‘rl - tn)

3 2

(tn+1 - tn)(t%—kl + thrltn + ti)

ot —t)(tay + 1,
— +(tn+tn+1>( +1 )( +1 )

+ tntn+1<tn+1 - tn)

3 2
h 2 2 h 2
= g(tn+1 + tpyitn + 1) + E(t" + tpi1)” + htptni
_h
=3 —(2t2 1 4 2tppatn + 265 + 324 + Olyiaty + 3t2 + 6taty i)

_h
=3 —(5t2 1 + L4t ytyyr + Bty)

h
= 6(5ti w1 — 108, tq1 + Bty + 248, t541)



- E\U\bn_l’_l - vn) I <“EIntbn+1)

h
— g(5h2 + 24ttt 41)

Donc :

1 tnt1 1 h
_%Em(p%W—MMﬁ—ﬁ%

B, et C,, sont a calculer de la méme maniere. Finalement, avec 1’approximation y(¢;) = y; nous avons
le schéma suivant :

Yn+1 = Yn + Anf(tn—la yn—l) + an(tna yn) + Cnf(tn-‘rla yn-f—l)

Remarquons que ce schéma est implicite et a deux niveaux (y,+1 en fonction de y,, et y,,—1).

Les deux premiers termes : yo et y; = yo + hf(to, yo) (calculer avec la progression d’Euler.

Le schéma peut étre transformé en un schéma explicite en remplacant, dans le second membre, 1,1 par
Yn + hf(tn,ys) (en utilisant la progression d’Euler). Finalement le schéma s’écrit :

yn+1 = Yn + Anf(tnfla ynfl) + an(tna yn) + Cnf(tﬂJrla Yn + hf(tna yn)) n 2 1
Yo donnée

y1 = yo + hf(to, vo)
Exercice 8 : Soit 8 > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme de Cauchy

{ y'(t) = —By(t) Pourt >0
y(to) = yo

oll Yy est une valeur donnée. Soit » > 0 un pas de temps donné, ¢,, = nh pour n € N (ainsi ¢y = 0) et u,
une approximation de y(¢,) :

a. Ecrire le schéma du trapéze (appelé aussi de Crank Nicolson) permettant de calculer w,,.; & partir
de u,,. Sous quelle condition sur A le schéma du trapeze est-il A-stable ? Autrement dit, pour quelles
valeurs de h la relation lem,, ., o u, = 0 a-t-elle lieu ?

b. A partir du schéma du trapeze, et en utilisant une prédiction progressive de votre choix déduire le
schéma de Heun. Sous quelle condition sur & le schéma de Heun est-il A-stable ?

Solution

1
A, (Nﬁ+2%ﬂwﬂ)ziiﬁm2+2MMmH)

1) Enintégrant I’équation différentielle et en utilisant la méthode du trapeze pour calculer I'intégrale du
second membre nous obtenons :

tet) = 9lta) = =B [ y(O)dt = =85 (0ltas) +y(t.)

En utilisant I’approximation y(¢;) = u; nous obtenons :

Upt+1 — Up = —55(%+1 + uy,)
h h
1+ Dy = = 2y,

Bh
-5 _2-ph
1+8 2+pn "
Donc, la suite (u,),, est géométrique et on a :
2- ﬁh n+1
un = _— Un =
= G i =
On sait que [ et h sont strictement positifs, et on a :

Un4+1 =

2— 6h>n+1

2+ gn P

2 — Bh

1
21 6 ©

12— Bh| < |2|+|—Bh|=24+Bh =12+ Sh| =



2) Lapplication de la méthode du trapeze au probleme de Cauchy donne un schéma implicite (11
figure aussi dans le second membre). Pour surmonter cette difficulté et obtenir un schéma explicite,
la méthode de Heun consiste a remplacer u,,41, dans le second membre, par une progression d’Euler.

Nous obtenons, dans le cas général, successivement :
h

ltwen) =) = [ 6 p0)t = ). 00) + S 0(0002)

W(twan) = (1) + (T, 9(0) + Tt y(En) + A (h,3())

Soit, avec 1’approximation y(t;) = u; :

oy = Uy + g((f(tn), )+ F(busts i + B (b )

et comme f(t,y) = — Py, on déduit :

h 2
et: 1412 1412
unr = (10— 4 Py = g O ey,
La suite (u,,), converge vers 0 Si et seulement si |1 — k5 + @| < 1 posons x = hf > 0 et étudions
la fonction g(x) = % — x + 1 pour x > 0. La fonction est décroissante sur [0, 1] et croissante sur

[1,400[ avec g(0) = 1, g(1) = 5 et g(2) = 1 et donc |g(x)| < 1 si et seulement si z €]0,2[. On en

déduit que la suite converge vers 0 si et seulement si 0 < b3 < 2s0it 0 < h < %



