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Exercice 1 : On considére un réel \ et I'équation différentielle donnée par :
z(0) =Ty et 2'(t) = —Ax(t), t >0

Soit T' > 0 et la discrétisation définie par : m € N*, h = % et ty = kh pour £k =0,1,--- ,m.

1. Déterminer la solution exacte de ce probleme, Z(t), t > 0;

2. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer la solution numérique, x, en fonction de
k;

3. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer x; en fonction de k;

e

Appliquer le schéma d’Euler implicite et exprimer z; en fonction de k;

5. On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie || < |0
pour tous k=0, --- ,m quel que soit h > 0;

6. On suppose que A > 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Fuler
explicite vérifie |zx| < |zo| pour tous k =0,--- ,m;

7. On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite x;, reste du signe
de xy pour tous k =0, --- ,m quel que soit h > 0h;

8. On suppose que A < 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Euler
implicite x;, soit du signe de xy pour tous k =0,--- ,m;

9. Soit T = T(tg), k = 0,---,m. Montrer que l'erreur de consistance du schéma d’Euler
implicite :

T4+1 — Tk

3 + ATpqq

T =
iofﬁ pour tous k =0,--- ,m —1;
10. On définit l'erreur e, = Ty — 2, kK = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer
qu’elle vérifie I’équation suivante, pour tous £k =0,--- ,m — 1 :

vérifie : |rg| <

€k+1 — €k
T + >\€k+1 =Tk

11. On suppose que A > 0. Montrer que :

ToA\?
2

ler| < leo|l +T h pour tous k=0,---,m

En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a l'ordre 1 pour A > 0;
12 Reprendre I'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0;
13. Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.

Exercice 2 : La formule de Taylor peut étre utilisée pour définir un schéma numérique. En
effet :

2 3 m

y(z+h) =y(z) + hy/(z) + Ey"(x) + (X))  + h—y(m) (x) + E(x,h)

gy m)!

E(z,h) est la troncature donnée par
hm—i—l

7)'y(m+1)(5) pour un certain & € [z, z + h]

Bz h) = (m+1

1



La méthode consiste a prédire y(z + h en fonction de y(z) en calculant et en remplacant les

(m) en fonction de f(x,y(z)). Dans ce cas I'erreur peut étre approchée par :

e ) =y @)

dérivées successives y
E(z,h) =

Application :

En considérant m = 4, estimer y(0.
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Soit T > 0 et la discrétisation définie par : m € N*, h = % et t, = kh pour Kk =0,1,--- ,m.

1. Déterminer la solution exacte de ce probleme, Z(t), t > 0;

La solution est :

x(t) = Toe M

2. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer la solution numérique, x;, en fonction de

k;
On a f(t,x) = —Ax donc

xo donnée et .1 =z, + hf(t,, x,) =, — Nz, = (1 — Ah)x,
3. Appliquer le schéma d’Euler explicite et exprimer x; en fonction de k;
rr = (1 — Ah)Fzg
4. Appliquer le schéma d’Euler implicite et exprimer xj en fonction de k;
zo donnée et x,41 = x, + hf (tna1, Tni1) = T — NATp 1

(1+ Ah)xpy1 = oy

Tntl = T
1 k
Tk = (1+)\h) o

5. On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie || < |0

pour tous k=0, --- ,m quel que soit h > 0;

A>0=0<

1
<1l= <
5 < 1= ol < el

6. On suppose que A > 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Euler

explicite vérifie |zx| < |xo| pour tous k =0,--- ,m;

2
]:ck]g|x0\:>\1+)\h]§1:>—1§1+Ah§1:>hgx

7. On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite xj, reste du signe

de ¢ pour tous k = 0,--- ,m quel que soit h > 0;
A<0=1—- A >0= 1z et ¢y sont de méme signe

Remarquons que lorsque A > 0 :

1
xk et g sont de méme signe :>1—Ah20:>h§x

8. On suppose que A < 0. Donner une condition sur A pour que la solution du schéma d’Euler

implicite zj soit du signe de zy pour tous k =0,--- ,m;

1 -1
> 1+ M\h h>—
1+>\h_0: + >0=—h> 3

x et g sont de méme signe —

Remarquons que lorsque A > 0 :

1+ M > 0= 2 et 2y sont de méme signe



9. Soit T = T(tg), k = 0,---,m. Montrer que l'erreur de consistance du schéma d’Euler
implicite :
T4l — T

k _
Tk:T—i_)‘karl

e =)\ 2
vérifie : |rg| < %FL pour tous k=0,--- ,m—1;
L’erreur de consistance est définie par :

h’f’k = £L‘(tk+1) — fL’(tk) + q)(tk,l‘(tk), h)

hry, = x(tke1) — x(te) + Ax(that)

Z, -z
e = ——E AT
h
1 rtesr 1 [te+1
T = — ! T’(t)dt + = ’ )\derldt
h tr h ti

En utilisant I’équation différentielle pour exprimer la deuxieme intégrale :

1 rte+1 , 1 rte+1
= - *tdt——/ T (tpy)dt
=5 T'(t) il T (trr1)
1 fle+1
=1 [ @0 - 7 ()
k

D’apres le théoreme des accroissements finis on a pour ¢ € [ty, tgi1] :

|x’<t>—w’<tk+1>|s< up |w”<s>|) (s — 1) < (sup |x"<s)|) (tear — 1) = [FolN? (i — 1)

s€[t,thy1] s€[0,T7]
On en déduit :
_ 1 ftetr ) )\2
el < Ak [ (b — ) = 0
h Ji, 2
10. On définit l'erreur e, = Ty — 2, k = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer
qu’elle vérifie I’équation suivante, pour tous k =0,--- ,m —1:
€Lr+1 — Ck
+T + Aepp1 =Ty,
Définition du schéma numérique :
T — Tk
E(tegr) = z(ty) — ANz (g ) = % = Azpn (1)

Définition de 'erreur de consistance :

Z, -
S = At (2)
€k+1 — €k
<2)_(1):>T+)\€k+1:7’k k:O,"',m—l
11. On suppose que A > 0. Montrer que :
’€k| < ’60’ + TIO2 h pour tous k=0,---,m
En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a l'ordre 1 pour A > 0;
on a :
=7 I3
et = T (O )

Comme A > 0 on a || < 1 et on déduit que :

To|\?
vl < leal+ el < e 4.7

Par induction :
|Zo| \?

h
2

lex| < leol +T




12 Reprendre 'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0;
Il faut remarquer que pour tout A < 2| N (condition que 'on suppose vérifiée) on a :

1

On a comme précédemment :

| (\eu i

<142 < 2Aln
/\h| <142Ma<e

|SL’0>\2

|To\?
2 7)

1
<
’€k+1| > |1 YA

h)) 2 Jey] +

Par induction : \2
T
|€k’ S €2|>\‘tk <|€0| + tk61(|02|h>>

13. Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.
Les calculs sont a adapter pour le cas du schéma explicite, nous obtenons successivement :

Tht1 — Th

—\T
5 k

+ )\ek =TL

|Zo| A\

T, =

€r+1 — €k

h
7| <

h

A > 0, en supposant i < I/\\ alors [1 — ARl < 1et:

To|A\?
exan] < lexl + hlre] < el + (2 )
To|\?
eal < feol + (T )
A<0,ona: 1+])\|h§e|’\|het:
To\? T2
ewanl < (1 ARl + TSR < e+ m(T )
ToA?
ea] < P o] + ()

Exercice 2 : La formule de Taylor peut étre utilisée pour définir un schéma numérique. En

effet :
2 3 m

h h
Yo+ ) = (o) + by () + 29" (@) + Sy (@) o+ oy ™ (@) + B, )

E(z,h) est la troncature donnée par
hm—i—l

E(z,h) = ‘y(m“)(ﬁ) pour un certain £ € [z, x + h|

(m+1)!
La méthode consiste a prédire y(x + h en fonction de y(x) en calculant et en remplagant les
dérivées successives 4™ en fonction de f(z,y(x)). Dans ce cas I'erreur peut étre approchée par :
hm

E(z,h) = m

(™ (x + h) — y'"™(2))

Application :

@

{y +4y) a?

En considérant m = 4, estimer y(0.1) et 'erreur associée.



