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Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (0.75+1.25+3+3+2=10 POINTS) : Soit (E) I’équation donnée par f(x) = 0 avec f, la

fonction, définie sur R telle que : f(z) = 2% + 2% + 3z — 3.

1. L’équation (F) admet-elle une solution dans I’intervalle [—1, 1] ?

f est continue (Polyndme), f(—1) = —6 et f(1) = 2 donc I’équation (£) admet (au moins) une
solution.

2. Vérifier que ’équation (£) admet une et une seule racine, 7, dans I’intervalle [ag, by| = [0, 1];
f est continue, f(0) = —3, f(1) = 2 et f est croissante (car f'(x) = 32? + 2z + 3 > 0) donc
I’équation (£) admet une et une seule solution, Z, dans I'intervalle [0, 1]

3. Localiser la racine T dans un intervalle [c, d] d’amplitude d — ¢ = 0.25. Déterminer le nombre
d’itérations, p, nécessaire pour obtenir une solution approchée, x,, avec une précision e = 107°?
Te(0,1],m0 =% =0.5, f(0.5) = 2 < 0et f(0)f(0.5) > 0donc T € [0.5,1] et 1 — 0.5 =0.5
T €[05,1], m = 23 — 0.75, £(0.75) = 2 > 0, £(0.5)£(0.75) < 0 donc T € [0.5,0.75] et
0.75-0.5=0.25

Nous avons : |z, — To| <

2_p0 pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir p vérifiant :

1 _ _ _ _ B 61n(10)
— <10 2P < 1076 In(27?) < In(107° > 19093
g S =27 <107 = (27 <(07) = p = 755 !

Il suffit d’exécuter 20 itérations pour obtenir la précision ¢.

4. Montrer, en utilisant la méthode de Newton, que 1’algorithme (Alg) permet de définir une suite
(zn)n d’approximations de T :

ZOZ]_

Tant que |f(z,)| > 107° Faire :
(Alg) _ 22342243

“ntl = 3:219z,43

Fin

Identifier la précision recherchée et étudier la convergence de cette méthode. Calculer z; et 2o
La méthode de Newton est définie par : 2, bien choisie et

flz) 23422 +32, -3 2n(3224 22,4+ 3) — (23 + 22 4 32, — 3)

LT A T ey T T T 32 42, 18 322 + 22, + 3

223 +22+43

322 + 2z, + 3

Si les conditions de convergence sont vérifiées, les termes z,, constituent des approximations de
7, ’algorithme propose de faire les calculs pour obtenir une précision ¢ = 107°.

Nous avons : f est de classe C?, f'(z) = 3z® + 2x + 3 > O sur [0,1], f/(z) = 62* > 0 sur
[0,1] et f(z9) = f(1) = 2 > 0 et de méme signe que f”(x) on en déduit que les conditions de
convergence sont vérifiées et par conséquent, la suite z,, converge vers 7.

_ 242048 6 _ 3 _ 2342243
1= 322422043 8 4 0.75 et 2o = 52722143 0.7121

Zn+l =



5. Transformer 1’équation (£) en un probleme de point fixe, de la forme h(z) = x, tel que h est une
fonction rationnelle a déterminer (de la forme constante ).
polynome de degré 2
Soit (t,,), la suite définie par : ty = 0.5 et t, = h(t,_). Calculer t; et .

Est ce que la suite (¢, ), est convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

On donne :
(%) —0.5§% —0.3 pour tout z € [0, 1]
3

donc Ty est solution du probléme du point fixe h(x) = x avec h(z) = ﬁ

ty = h(to) = h(0.5) = 0.8 ty = h(ty) = h(0.8) = 0.6756

h est continue, h'(z) = ;3 ffjj) = (ngf;g)? < 0 (d’apres (x)).
h([0,1]) = [A(1),h(0)] = [3,1] C [0, 1] et [N (2)] = | 777552 | < 0.5 donc /v est contractante de

rapport L = 0.5

|tn - .T0| == ’h(tn_l) - h($0)| S 05’tn_1 - $0| == O5’h(tn_2> - ]’L(.Z‘())|
donc :
|tn - .I‘0| S 0-52|tn—2 - ZL‘()|
et ainsi de suite, par induction, jusqu’au trouver (notons que [to — xo| < 1).

Comme (0.5)™ converge vers 0 (suite géométrique de raison inférieure a 1), on déduit que |t,, — x|
converge aussi vers 0 et par conséquent, la suite (,,), converge vers x.
Exercice 2 (2+3+2=7 POINTS) : Soient 2y = 0, 21 = l et 5 = 3
1. Déterminer les polynomes caractéristiques de Lagrange L;(x), i = 0, 1,2 et formuler P(z) le
polynome d’interpolation d’une fonction f sur la base des points z(, 1 et xs.

C(z—1)(x—3) a2*—4x+3

L@ =0 =3 = 3
(z-0)(x—-3) 2*—3z 3z—a?
L@ =a—oa=s "= ~ 3
(x—0)(x—1) 2°>—ux
La(e) = B3-0)3-1) 6
Py(z) = f(zo)Lo(z) + f(z1)L1(z) + f(z2)La(2)
_ 2 2 _
g@ﬂzﬂmf—{?i§+fuﬁx R
2. Calculer fo x)dr,i =0, 1,2 puis utiliser le polyndome d’ 1nterpolat10n Py(x), pour déterminer

une quadrature Q =3>"0wif(x;), de I'intégrale [ = fo x)dx. Quel est I’ordre de () ?

3 3 ,.2
4z 43, 1
/Lo(a:)da::/ %dx 5[%—233 +32]8 = 0
0 0

/03L1(x)dx:%/ 30— adr = [oa? %x
/Ong(ac)dac—é/ xQ—xdx_é[; 3 ;
I:/Osf(x)dx:/OSPZ(x)dx:f(O) /OgLo(x)da:+f(l)/ong(x)dx—i—f(S) /Ong(x)da:

=3 (5r0+10)



3. Utiliser la méthode de Simpson pour donner une deuxieme quadrature I permettant, aussi, d’ap-
procher I'intégrale [ = f03 f(z)dz. Comparer () et I et expliquer les différences.

~ 1 4, 0+3 1 1 4 1
T -0 (r0+ 3150+ 1@ =3 (5004 3705) + 113))
Les deux quadratures sont bien différentes (points et poids) méme si, a la base, on utilise trois
points ! Les différences peuvent s’expliquer par la répartition des points : D’une part, une discré-
tisation uniforme de I’intervalle (0, 1.5 et 3) et d’autre part une répartition non uniforme de points
0, 1 et 3).
Exercice 3 (1+2=3 POINTS) :
1. Rappeler la formule de quadrature approchant 1’intégrale fcd g(t)dt par la méthode du trapeéze

puis I’appliquer dans le cas g(t) = F'(t,y(t));

| oty =" (gte) + g(a)

c

d
d —
|| Py = 55 (Pley(e)) + F(d y(d)
2. On suppose que le probleme de Cauchy, (P), admet une solution unique :
Y =F(ty(t
CREA
y(z0) = o

Intégrer 1’équation différentielle sur 'intervalle [x;, z;,1] puis utiliser la méthode du Trapéze
et, pour tout indice j, I’approximation y(z;) ~ y; pour établir une relation entre y; 1 et y;.

V= Flt®) = [ ya= [ o
y(tivr) —y(t:) = tiHQ_ h (F'(ti, y(t:) + F(tivr, y(tis1)))

Et en utilisant I’approximation, nous avons :

h
Yie1 = Yi + E(F(tia vi) + F(tiv1, yiv1))

QS. (+1 point) Transformer la relation précédente en une méthode explicite.
La relation précédente est implicite pour la transformer, nous pouvons remplacer y; 1 dans le se-
cond membre par une formulation adéquate, par exemple nous pouvons utiliser le schéma d’Euler
explicite :
Yir1 = yi + hE(ti, yi)
et donc : "
Yir1 = Yi + §(F(ti> Yi) + F(tiv, yi + hE(ti,v:)))
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