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Présenter les résultats numériques avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (1.5+2.5+2+1.5=7.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 8 — 2°.
1. Etudier la fonction f sur R, dresser son tableau de variations, remarquer que f est bijective et vérifier
que I’équation (Fqt) f(z) = 0 admet une solution unique z. Quelle est la valeur exacte de z ?
f est un Polyndme, f’(z) = —3x% < 0 (pour z # 0), lim,_, o, f(z) = +oo et lim,_ o f(x) = —o0.
Donc f est une fonction définie, continue et strictement décroissante sur R et par conséquent f est une
bijection de R dans R. On en déduit que 0 admet un seul antécédent 7 tel que f(Z) = 0 c’est a dire que
7 est I'unique solution de (Eqt).

8—1?=0=—=2=8=2 = 1=2

Donc
=2
2. Vérifier que = € [1;4] et calculer les trois premiéres valeurs approchées, ¢, ¢; et co, données par la
méthode de Dichotomie. Donner une majoration de I’erreur de 1’approximation de x par c;.
Déterminer le nombre d’itérations, n, nécessaires pour obtenir une valeur approchée, ¢,,, de T avec une
précision au moins égale 2 1077,

f(1)=8—-1=7,f(4) =8 —64 =—56et f(1)f(4) < 0 par conséquent = € [1,4] etona:

ap=1,by = 4,¢o = £ = 2.5, f(2.5) = —7.625 et f(1)f(2.5) < Odonc a; = leth, = 2.5

a1 =1,b; =25, ¢ = 122 = 1.75, f(1.75) = 2.6406 et f(1)f(1.75) > 0 donc as = 1.75 et by = 2.5
az = 1.75, by = 2.5, ¢y = 125 = 2,125
Deux itérations :

4—-1 3

|7 — cof <
Ou bien T et 5 sont donc [1.75; 2.5] donc

17 — ] < 2.5 1.75 = 0.75
Pour ¢,, nous avons :

11 suffit de choisir n tel que :

3 <1075 — 3" < —5I(10) _y 5 In(3) + 51n(10)
2n = - - In(2)
Au moins 19 itérations.

3. Définir la suite, x,,, des itérés de la méthode de Newton. Préciser, x, la meilleure initialisation possible
parmi les quatre valeurs suivantes : 1, 4, 1.75 et 2.5 puis calculer z;. Etudier la convergence de cette
méthode.

o bien choisie et

~ 18,1946

f(zn) §—axd  2z3 48
xn = xn — =Tpn — =
o (@) 372 312
Nous avons f”(z) = —6x < 0 pour z > O donc x( doit vérifier f(z() ale méme signe que f”(x) et par

conséquent f(xq) doit &tre négative ce qu’est vrai pour 2.5 et 4 mais d’apres la questions précédente, la
solution est localisée dans [1.75; 2.5] alors la meilleure initialisation est 2.5.
205 +8  2(25)°+8

~ 2.0933
322 3(2.5)2

T



Les conditions de convergence sont bien vérifi€es :

f est de classe C? (Polyndme)

f'(x) = —3z* < 0 pour z € [1.75;2.5]

f"(z) = =62 < 0 pour z € [1.75;2.5]

f(zo) f"(x) > 0 pour z € [1.75;2.5]

La méthode de Newton est convergente sur = € [1.75;2.5].

4. Transformer I’équation (Eqt) en un probleme de recherche de point fixe et écrire I’algorithme corres-

pondant (on ne demande pas I’étude de la convergence).

(Bqt) 8 —1*=0= -2’ +2r+8=2=g(z) =2
avec g(z) = -2+ +8
L’algorithme (avec une précision ¢) :
Yo € [1.75;2.5]
Tant que |g(y,) — yn| > € faire
Ynt1 = 9(Yn)

Exercice 2 (3+1.5=4.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = sin(%
Ty = —1,56'1 :Oet$2 =1.

x) et les trois points

1. Déterminer le polyndome d’interpolation de f sur la base des points x(, x; et x5 en utilisant DEUX

parmi les trois méthodes habituelles (Lagrange, Newton et Directe).

f(=1) = =1, f(0) = 0et f(1) =

Méthode directe : Py(x) = ax? + bx + c et les equations f(x;) = Py(x;) donnent le systéme suivant :

a—b+c=-1 a=0
c=10 = c=0
a+b+c=1 b=1

Donc Py(z) =«
Méthode de Newton :

-1 -1
0 0 1
1 1 1 0
Donc
Py(x) = —=No(z) + Ni(z) + 0 x Ny(z) = =1+ (x+1)+0=2x
Méthode de Lagrange
(= 0)(z—-1) 2*-uz
L@ ==z~ 2
(z+1)(z—-1) 5
L@ =Gono=y =1
(4 1)(x—-0) *+x
B a2
Pyl) = F(=1)Lo(e) + F(0)La(x) + F()Eafw) = =5 0+ T

2. Donner une majoration de I’erreur d’interpolation.

Ba(#) = 1$(5) ~ Poe)] < gllw + Ve =0 = 1)]_sp |0)

=T



2 2
['(@) = =(5)*sin(52)
FA (@) = —(5) cos(5a)
su @ (z)] = (2)?
s @)= )
By(e) = |f(2) = Po(o)| < g (5)°h® —al = T-le? — o]

Exercice 3 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Soit f une fonction de classe C* et (App) I’approximation :

(App) /’f af(~1) + BF(0) +7(1)

1. Déterminer «, (3 et y pour que (App) soit exacte pour les polyndmes de degré 0, 1 et 2 (on peut utiliser
successivement f(x) = 1, f(z) = z et f(z) = 2?).

1
ﬂ@_lzéﬁlm_z_a+ﬁ+7

2=a+B+7y a=;

0=—-a+v — < B=1

s=ats =3
2. Onsuppose que o = v = % et B 3 1 puis on se donne les points {x; };—o. ., de subdivision de I’intervalle
la;b] : ¢; = a + ih avec h = 2. En utilisant un changement de variable affine, dans /, déduire la

formule de quadrature sulvante

i

On pose = = mt + p le changement de variable entre [z;; z;41] et [—1, 1] alors :

Pourx =z;,t = —1doncx; = —m+p
Pourz = z;,1,t =1doncx;, .y =m+p
_ _ ZTi41—%T5 __ h
_ _ Tip1txg h
Tiy1 =m+p pP="5—"=%;+3

:%t—l—mz h d:}c—hdt t—x o 2etdt dx

%
$1+1
I:/ dx—/f —t+x; + g)

En utilisant (App) on a :

I:/:“f@)dxﬁg(%f(—g%—xng)%-%f(gx0+xi+g)+ SHE +xl+}2l))

I = /:'+1 f(z)dx ~ g (%f(xz) + gf(xZ + g) + %f(xz—l-l)) — % (f(fz) FAf (2 + g) I f($z+1)>

3. En déduire une formule de quadrature composite pour 1’intégrale fab f(z)dz.



o >

[ [ s [ s [ o [ [
f: f(z)dx =

(oo} + 45+ 504 o0 )+ (S 445+ )+ Faa) et £aaa) + 4G+ 5) + £

6

-3 (f(xo) $2) fa) Y flat )+ f(arn>>

=0

Exercice 4 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Considérons le Probléeme de Cauchy (PC) donné par :

(PC) {a:’(t) = —32(t), Pourt>0
z(0) =yo donné

Soit A > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € IN ainsi ¢, = 0 et x,, une approximation de
x(tn).

1. Vérifier que (PC') admet une solution unique et déterminer cette solution (exacte). Le probleme de
Cauchy est tel que f(¢,2) = —3z qui est une fonction continue sur R x R et Lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable (de rapport 3) :

[f(x) = f(y)l = | =3z + 3y| = 3|z — ¥
On en déduit le probleme admet une solution unique. Par séparation des variables, nous avons :
dx

= —3dt => In(z) = —3t + c = a(t) = ke ™
x

Or
r(0) =yo =k =1y
Donc, la solution exacte est :
w(t) = yoe ™
. Intégrer I’équation différentielle sur [t,,;t,1] et utiliser la méthode du trapeze pour exprimer xz, ;1 en
fonction de z,, (Schéma de Crank-Nicolson).

/t "t = /t " p(t)dt = 2(tn) — 2(tn) = g(—?)x(tn) — 3a(tnn))

En utilisant I’approximation x(¢;) ~ x; on :

—3h 3h 3h
Tntl = In = T(ﬂfnﬂ +xn) = (1+ 7):5714-1 =(1- 7)1%
Soit
2-3h
B NV

. On suppose que h = }1, calculer lim,, o ©,.
2—-3h 5

Tpil = ——Tp = —T
IRV A T
La suite (x,),, est géométrique de raison ¢ = > avec |¢| < 1 et par conséquent :

lim z,=0
n—-+o0o
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