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Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)
Toutes les réponses doivent étre justifiées et bien rédigées
Exercice 1 (2+3+3+3=11 POINTS) :
Soit (E) I'’équation suivante : ~ (E) 14z =e!™*
1. Ecrire (E) sous forme d’une équation f(x) = 0 (f une fonction & déterminer). Vérifier que I’équa-
tion (F) admet une et une seule solution, notée 7, dans ’intervalle [0; 1].

(B) 14z=€e""—=14z—e""=0= f(z)=0
fl@)=0=1+z=¢"" = ()

avec f(z) =1+z — e,
f estune fonction continue (f est la somme d’un polyndme et d’une fonction exponentielle et les
deux sont continues) en plus f(0) = 1—e < 0et f(1) = 1 (donc f(0)f(1) < 0) et par conséquent
I'equation f(z) = 0 (et aussi (£)) admet au moins une solution.
D’autre part, f'(z) = 14 2ze'*" > 0 pour € [0; 1] ainsi f est strictement croissante et I’équation
f(x) =0 (etaussi (£)) admet une et une seule solution.

2. Ecrire I’algorithme de la méthode de Dichotomie permettant d’obtenir une valeur approchée de
7 avec une précision d’au moins €.
Faire les calculs pour e = 272, localiser la solution dans un intervalle [a, b] C [0, 1] et donner une
valeur approchée de 7.

Initialisation : ag = 0, by = 1 et zg = @ Tant que |by, — ay| > ¢ Faire x;, = @

Si f(ax) f(zg) < 0 alors { @+t =% Sinon { @t = Lk L’algorithme se termine lorsque

b1 = g bry1 = by,

|bk — ak] <ceetr € [bk;ak] etr ~ bk-i_Tak
T e [ak; bk] etr o~ %.
ag=0,bp=1,29=0.5 |bo — CL()| =1>e=22=025et f(05) = —0.6170 > 0
f(O)f(05) > 0= a; =0.5, b1 =1,z =0.75 |b1 — CL1| =05>e=025et f<075) =0.2011
F(0.5)£(0.75) < 0 = az = 0.5, by = 0.75, 25 = 0.625 |by — as| = 0.25 < £ = 0.25
On en déduit : 7 € [0.5;0.75] et 7 ~ 0.625 4 272 pres.

3. On souhaite appliquer la méthode de Newton sur 'intervalle [0, 1] et on note (t,,),, la suite gé-
nérée par cette méthode. Rappeler le principe géométrique de la méthode et exprimer ¢,,.1 en
fonction de t,,.

Calculer f”(0.5) et f(0.75). Que peut-on dire par rapport a la convergence de cette méthode.
La méthode de Newton consiste a construire une suite (¢,), a partir d’'une valeur initiale bien
choisie t; et en déterminant successivement les termes de la maniere suivante :

Pour déterminer le terme ¢, on trace la tangente 7T}, a la courbe de f au point (¢, f(tx)), cette
droite T} coupe I’axe des abscisses au point (t;41,0).Ona Ty :  y= f'(tx)(x — tx) + f(tx)

Si la tangente 7}, est non horizontale (f’(tx) # 0 ou généralement f'(x) # 0), le point d’intersec-
tion de T}, et I’axe d’abscisses est de coordonnées (tx1,0) donc :

f(tr)
f'(tr)

0= f'(tr)(tesr — ti) + f(tr) = thp1 =t —

donc : )
—1+ (14 2t2)e' %

1+ thel_t%

tk+1 =



(@) =2(1 = 22%)e ™)
f7(0.5) = 2.1170  £(0.75) = —0.3872

On remarque que f”(z) change de signe dans I’intervalle [0, 1] donc une des conditions néces-
saires n’est pas vérifiée et nous ne pouvons rien déduire par rapport a la convergence de la mé-

thode.

4. Sur Iintervalle [0; 1], on considére la modification de la méthode de Newton qui consiste a
remplacer la tangente 7,,, au point (¢, f(,)), par la droite D,, parallele a la tangente Tj (au point
(to, f(to))) et qui passe par (¢, f(t,)). Ainsi t,, ;1 estI’abscisse du point d’intersection de la droite

D,, avec I’axe des abscisses (OX). Faire un schéma et exprimer ¢, ; en fonction de ¢,,.
D et Tj sont paralleles sont elles ont le méme coefficient directeur donc :
D: y=f'(ty)x+ betcomme (t,, f(t,)) € D alors :

ftn) = f(to)tn + b= b= f(tn) — ['(to)tn
D: y=ft)z+ f(t.) — f'(to)tn

La droite D est non horizontale (f'(¢y) # 0), le point d’intersection de D et I’axe d’abscisses est

de coordonnées (tx1,0) donc :

ln
Pt + F(ta) — F ()t = 0 =ty = b, — S02)
f'(to)
Exercice 2 (2.5+1.5=4 POINTS) :

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = (z +1)* — 1

1. En utilisant la méthode directe, déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté P, sur la
base des points : —1, 0 et 1. Utiliser P pour donner une valeur approchée de f (—%) et calculer la

valeur exacte de I’erreur commise au point x = —%.

P est un polyndme de degré 2 on peut I’écrire P(x) = ax? + bx + c et comme P(x;) =
pour ¢ = 0, 1, 2 on obtient le systéme suivant :

P(-l)=a—-b+c=f(-1)=—-1 c=0 c=0

P(0)=c=f(0)=0 = a—-b=-1 =1 a=3

P(l)=a+b+c=f(1)=7 a+b="7 b=4
Donc

P(x) = 32* + 4z
F(=0.5) ~ P(—0.5) = —1.25
Ep(—0.5) = |f(—0.5) — P(=0.5)| = | — 0.875 — (—1.25)| = 0.375

2. Sans faire de calcul supplémentaire, donner le polynome d’interpolation de f, noté (), sur la
base des points : —2, —1, 0 et 1. Que peut-on dire de I’erreur au point = —% (par rapport a ).
Le polyndme (@ est de degré 3 (4 points) et comme f est un polynome de degré 3 alors Q(z) =

f(z) et ’erreur est par conséquent nulle Fg(—0.5) =0
Exercice 3 (1.5+2+1.5=5 POINTS) :
Soient 2o = —2, x; = 0 et x5 = 1 et soit f une fonction continue sur [—2; 1].

1. On donne Lo(z) = £(x? — x), déterminer les deux autres polyndmes caractéristiques de La-

6

grange L, (z) et Ly(z) puis formuler le polynome d’interpolation de f sur la base des points x,

1 et x5 (noté P).

Lu(x) = %:22))((5("__11; =S @ -2 L) = ’”12 ’ :%(:::sz)




2. On donne f Ly(z)dx = 2, calculer f_21 Lo(z)dx et f Ly(x)dx. Puis, en Intégrant, sur 'in-

tervalle [—2; 1], le polyndme d’interpolation, P, déduire une quadrature Ide? intégrale I =
sz f(t)dt. On donne wy = %, préciser les deux autres poids w; et ws.

/1 Lo(w)de = %[%3 - %2]1—2 = /12 Lo(a)da =

F- /l P(t)dt = f(—2) /1 Lo(t)dt + £(0) /1 Ll(t)dtJrf(l)/l Lo(t)dt

-2 -2

3
X
[g +2°]L, =0

B~ w
Ll —

F= 2 f(-2) + S F(0) + 0£(1) = B(; f(=2) + > F(0) + 07 (1))
1 3
Wy = 1 wi = 1 wo =0

3. Utiliser la méthode de Simpson pour formuler une deuxieme approximation de I’intégrale I (no-
tée I ). Expliquer la différence entre Tet].
~ 1 4 1
T=3(zf(=2) + Zf(=0.5) + < £(1)
La méthode de Simpson est une méthode Newton-cotes (les points sont équidistants —2, —0.5 et
lcar —0.5—(—2) = 1.5et 1 — (—0.5) = 1.5) alors que la premiére quadrature est obtenue sur la
base de trois points non équidistants (—2, 0 et 1 car0 — (—2) =2et1 —0=1).
REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1



