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Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (2+3+3+2=10 POINTS) : Soit (F) I’équation suivante : (E) 23 -3 = ¢e®

Notons: f(z) =23 —e*—3 et g(x) =+ve*+3. Sil<x<2alors: f’(z) >0
et ¢(1)<g(x)<g(2) avec ¢'(1)=~—0.05etg'(2)~—0.02

1. Vérifier que I’équation (£) admet une et une seule racine, r(, dans I’intervalle [ao, bo] = [1,2];

La fonction f est continue (somme de deux fonctions continues) et nous avons : f(1) = —2 —
el =-23678 < 0et f(2) =5 —e 2 ~4.8646 > 0 donc f(1)f(2) < 0 et d apres le théoreme
des valeurs intermédiaires I’équation f(z) = 0 admet au moins une solution sur [1,2]. D autre
part, f'(x) = 322+ e~ > 0, la fonction f est monotone et le théoréme de la bijection montre que
I’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution sur [1, 2].

Finalement, (E) P —3=eT<= a2’ —e?—-3=0<«= f(r) =0d ou le résultat.

2. Appliquer deux itérations de la méthode de Dichotomie, localiser la racine r dans un intervalle
[as, bo] puis donner une majoration de I’erreur |z, — r(|. Déterminer le nombre d’itérations, &,

nécessaire pour obtenir une solution approchée, x;,, avec une précision ¢ = 27102

lag, bo] = [1,2] zo =2 =15 f(zy) = f(1.5) =0.1518

a1, b1] = [1,1.5] oy = 115 =1.25 f(zy) = f(1.25) = —1.3333

[as, by] = [1.25,1.5] xp = 125512 — 1375

ro € [1.25,1.5] et nous avons : |za — 7| < |by — as| = 0.25 ou |z — ro| < %5+ = 0.25

Nous avons : |z, — ro| < % pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir k vérifiant :

1
ﬁ§2—1°:>2—’“§2—10:>k210

11 suffit d’exécuter 10 itérations pour obtenir la précision ¢.

3. Soit (yy ), la suite générée par la méthode de Newton. Ecrire ’algorithme de la méthode (avec
une précision ¢ = 2710), justifier un bon choix de y, € [az, by] et étudier la convergence de cette
méthode. Exécuter les deux premieres itérations;

Algorithme :
1o valeur initiale bien choisie
Tant que | f(y,)| > 271 faire :

S m—e? =3 2y 4 (gt Ve 43
Yo o f/ (y”) o Sy?L +ein 39,21 + e Yn

Nous avons f”(x) > 0 pour assurer ’'une des conditions de convergence, il faut choisir y, €
[1.25,1.5] avec f(yo) > 0 nous pouvons choisir yo = 1.5

Nous avons : f est de classe C? (polyndme et exponentielle)
f'(x) >0 f"(x) >0 et f"(z)f(1.5) >0
Les conditions suffisantes de convergence sont vérifiées et v,, — 7.



3 — 3 —
yo = 1.5 ety = EITUCER 14782 ety, = ZEREICTES — 14779
4. Soit (,,),, la suite définie par : 0, =g(0,1) et 0o € [1,2].
Vérifier que r est un point fixe de g et montrer que (6,,),, converge vers 7. Préciser le nombre
d’itérations qu’il faut exécuter pour obtenir une précision ¢ = 2710,

1o est solution de (E) donc (rappelons que ¢ € [1,2])) :

re—3=e " =ri=e""+3>0= 1= Ve 0 +3=g(ro)

donc 7y est point fixe de g.

D’apres les données, ¢'(z) < O sur [1,2], g(1) = Ve ' +3 = 1.9477 < 2et g(2) = Ve 2 + 3 ~
1.3956 > 1

Donc : g([1,2]) = [9(2), g(1)] C [1,2]

D’autre part : ¢'(1) < ¢'(z) < ¢'(2) = |¢'(2)| < max(|g'(1)],]9'(2)]) = [¢'(1)]

—> sup,ep |9'(@)] < L= |g/(1)] €]0, 1]

On en déduit que g est contractante de rapport L et par conséquent, les condition de convergence
de la méthode de point fixe sont vérifiées et on a :

|0 — 10| = |9(0n—1 — g(r0)| < L[0n_1 — 10

Par induction ou par récurrence, nous obtenons :

|9n — T0| S Ln|90 — T’0| S Ln

car 6 et ro sont dans [1, 2]
On en déduit, finalement, que la suite (6,,),, converge vers ry.
Pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir n tel que :

In(2
L" <2 = nin(L) < -10In(2) = n > —10% o~ 2.3137
n

IL faut au moins trois itérations.
Exercice 2 (2+2+2+2+2=10 POINTS) : L objectif de cet exercice est 1’étude de la méthode de Newton-
cotes (n = 2).



1. Cas particulier : I'Intervalle [—1, 1]. Recopier et compléter
le tableau suivant (détailler les calculs); h = # =1
XT; = —1+’Lh513'0: —11'1 :Oetl'zz 1

(z—-0)(x—1)  2*—x

O =g~ 3
(@4 D(=-1) )
L@ =G Do-n ~ '~
@+ 1)(x-0) 2?4+
b = =0 ~
1 1 :l?3 ZE2 ) 1
/1 Loddr =50 =5 =3 i 0 [ 1 | 2
/1 Ly(x)dr = [z — :E_]l _ Z_l T; ;1 0 1
- 3703 Li(r) |22 ]1—a?| 2k
1 B 2 L Li(z)da | 1 1 1
/_1 Ly(x)dx = [%(E 4+ ?)]171 _ % Jo, Li(=)

2. Formuler P»(x) le polyndme d’interpolation d’une fonction
f sur la base des points xg, 1 et z5. Puis, utiliser P,(z) pour
déterminer une approximation, avec une quadrature ]N[_Ll],
de I'intégrale [j_1 ) = f_llf(x)dx

Py(x) = f(=1)Lo(z) + f(0) Ly () + f(1)La(z)

Ty = /_ " Pya)de = (1) /_ 11 Lu()dz+£(0) / L (o)det (1) / Lo(x)dz

1 - -1

Ii1y = éf(—l)+§f(0)+éf(1) _ (f(gl) LA f(1))

6 6
3. On note My = Sup,¢(_1 1 | f®)(z)|. Exprimer I’erreur d’interpolation F,(x) = |f(x) — Py(x)|
et donner une majoration de cette erreur. En déduire une majoration de I’erreur d’intégration
E_11 = [I-11) — I=1,1| (on donne f_ll |23 — z|dz = 1);
Il existe & € [—1,1] tel que :

Ey(x) = [f(x) — Pao(x)| = %I(l‘ +1)(z = 0)(z = DIIFB3)(€)]

1 M,
By(x) < £|2° — 2| sup |fO(x)] = 2|2 — af
3 z€e[—1,1] 3

et

11]—|1[11]—111]!—|/ fla dx—/ Px)dz| = |/ (@))dz]

M,
o /|f By )|dx<—/ 7 — aldr = =0

4. Cas général : I’intervalle [a, b]. Utiliser un changement, de variables, affine et montrer que :

/abf(x)dng[%b} _ bga (f( )+4f(a+b)—|—f(b))

On pose :
T=mt+p

ona:a=-m+petb=m+pdonc:p=Letm="12



Finalement : z = b’—“t + “—“’ etdr = b’—“dt et:

/f dm—/ £ a a+b)b—adt:b—a f( a a+b)dt

2 2 /! 2
g??)
g(=1)  49(0)  g¢(1)
/ Flayte =5 (2250 4 0 4 )
g(—1) = f(a) g(0) = f(%> )etg(l) f(b) et par conséquent :

~ b—a a+b
/ )t = T = "5 (@) + 4750 + 1))
5. On se donne une discrétisation uniforme de I’intervalle [a, b] (4 sous-intervalles, avec le pas
h = “) Donner une approximation I I (] de f f(z)dz en utilisant une méthode composite de
la quadrature précédente.

ri=a-+thpouri=0,..

/ da:—/ f(x das+/ flx dx_

/ Pl = (7o) + Af(ea) + 27 () + 4f (s) + (o)

QS (Question supplementalre : +1.5 Points) Un probléeme de Cauchy (PC) est défini par une
équation différentielle y' = h(t,y) et une condition initiale y(zo) = yo (On suppose que (PC)
admet exactement une solution). Intégrer 1’équation différentielle sur 'intervalle [x;, x;,2] puis
utiliser la quadrature précédente et I’approximation y(x;) ~ y, pour établir une relation entre
Yir2, Yir1 et y;. Transformer cette relation en une méthode explicite permettant le calcul d’une
solution approchée de ce probleme.
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Ty — T2

0 (f (w0) +Af (1) +f (2)) +

(f (wo)+4f(x3)+f(24))



