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Avant-propos

Ce polycopié "Annales des examens", destiné aux étudiant du semestre
trois de la Licence Fondamentale Sciences de la Matiere Physique, est

conforme au nouveau programme appliqué depuis 2014.

Ce polycopié présente les sujets d’examens proposées durant les années
universitaires de 2014-2015 a 2022-2023 ainsi que des indications et des

solutions détaillées.
Ce polycopié se limite au contenu enseigné a la Faculté des Sciences

de Tétouan, le lecteur intéressé par plus d’approfondissements peut consulter

d’autres références qui traitent ce méme contenu d’une maniere plus compléte.

BoucHAIB FERRAHI



Chapitre 1

ANNALES DES EXAMENS - SUJETS
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Université Abdelmalek Essaadi . Anmnée: 2014-2015
Faculté des Sciences Janvier - 2015

" Tétouan

Coﬁ_tioi_e d’Analyse N’umériciue
- & Algorithmique (SMP-S3)

Exerciccd (3 points) - -
Ecure (QU)m &b (Jr)m erl bmcult, pm&. effeciver 1’ opr,ramon en binaare (90)1p x
(9D -

Exercace—Q (7 pomt‘s)

i 301{: l’equation o

(1+eﬂ“)_e (B)

1 M@ntref ue (,ett:e & Iatiﬂn admet une racine unigue § s dans [(} 1]

2. Proposer une itération de point fixe pour 'équation (E).

3 Montrer; que- cette ltalahon converge vers la solution 5. - -

4, Eerire I'l me%hade de New’ron pour cette équation en précisant un bon aholx

Exercice~3 (‘3 "301 me)
Cherche I appmcho de l’i:frégrale

p&r Is, \&ethode de Gaus&»Legcnche das:ls le cas n = A i
- Exercice-4: (5 pomts)

- Boit f{w) = 5 + 5 <
lé‘aﬁﬁmmer le. pern@me d’mteipolaiicm de Lagz ange pour les pomts d’appm

.d’abs&s'aes z;

=1 0,1,2.

Ensmte discuter 1’ erreur (1 Infelpolanou
{on arlmetauf que My =m DX fmin v o x;]f (_.) &= IOO)
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Université Abdelmalek Essaddi Année: 2014-2015
Faculté des Sciences Mars-2015
Tétouan

Rattrapage
d’Analyse Numeérique & Algorithmique
SMP-S3

Probléme 1:

Soit a € IR} et ¢ = /a, on veux déterminer ¢ & laide de la méthode de
Newton on lappliquant & la fonction f (z) = 2* — a.

1) Déterminer 'algorithme de la méthode de Newton pour f.

2) Si0 < 29 < ¢ montrer que 1 = ¢.

3) Si z » @ montrer que =2 > a, Vn.
4) Montrer que z,, est une suite décroissante, en déduire que z,, converge.
5) Montrer que effectivement que la limite de z,, est égale & ¢ = 1/a.
) Montrer gu’on ne peut pas appliquer la méthode du point fixe pour g (z) =

flz)+xsur IR,

Probléme 2:

On considére le probléme du calcul de [ € [0, 7] tel que [ =1 — Zcos(l).
1. Montrer qu’on peut utiliser la méthode de la dichotomie .

Que vaut approximation de [ aprés 3 itérations 7

(Quel est Perreur maximale qu’on obtient aprés 3 itérations 7

k 0 12
lag, be] | [0, 7]

ks

o

2. On considére la méthode de point fixe suivante :

{ zo € [0, 7],

Tpp1 = glzg) VE >0,

avec g : [0, 7] — IR la fonction définie par g(z) = 1 — Jcos(z).

2.1. ¥tudier graphiquement la convergence de cette méthode.

2.2. Montrer rigoureusement que la méthode converge pour tout zo € [0,7].

2.3. Montrer que 'erreur satisfait 'inégalité |zy — | < C% |xg — I

Donner une estimation de la constante C et I'utiliser pour minorer le nombre
d’itérations nécessaires pour approcher [ & 1073 pres,
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Université Abdelmalels Essaadi

SMP3 - M20 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE
CONTROLE CONTINU JANVIER2016 DUREE : 1H30

EXERCICE 1 (5 POINTS) :
Soient X = 10letY = 61.
1. Donner les écritures binaires de X etde Y ;
2. Effectuer les opérations binaires suivantes : X + Y et X x Y.

EXERCICE 2 (8 POINTS) :
Utiliser des valeurs approchées a trois chiffres apres la virgule.

On considere I’équation (F) donnée par :

(E) 23 + 10z = 20 — 222

1. Ecrire (E) sous forme de f(x) = 0 avec f une fonction & préciser;
2. Vérifier que (E) admet une solution unique dans I'intervalle [1, 2];

3. Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (xq, 21 et z2) de la solution de (E'). En

déduire I’erreur commise en considérant x3 (comme solution approchée) ;

4. On considere le schéma itératif suivant :

— 20 —
Tn4+1 = m n = 0, 172
xo € [1,2]

a. Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E) ;

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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b. Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUP,e[1,2] |%| < %);

c. Pour xg = 1, calculer z1, x9 et x3;
EXERCICE 3 (7 POINTS) :

Soit f une fonction donnée par le tableau de valeurs suivant :

i |-1]ol1]2]4
fa) | 3]1]3]15]093

1. Déterminer le polyndme d’interpolation de f basé sur les trois points —1, 0 et 1;

2. Donner une valeur approchée de f (—%) Peut-on utiliser la question 1. pour calculer une valeur approchée de

f(3)?

3. Peut-on améliorer la précision du polyndme d’interpolation de f? Si oui, décrire la méthode (sans faire les

calculs);

4. En supposant que f est continue sur [—1,4], utiliser la méthode de Newton-cotes (n = 2) pour calculer une

valeur approchée de :
1
L = / f(x)dx
-1

5. En utilisant la méme méthode, déduire une valeur approchée de :

I = /04f(x)dx

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023



Université Abdelmalek Essaadi Année: 2015-2016
Faculté des Sciences Octobre - 2016
Tétouan

Rattrapage d’Analyse Numérique SMP3

Barréme: 3p+5p+7p+5p

Exercice 1:
Calculer f 12 Vxdzx par la formule des rectangles en décomposant l'intervalle
d’intégration en dix parties.

Exercice 2:
Ecrire (34)19 et (27)10 en binaire puis effectuer 'opération en binaire (34)19+
(27)10 et vérifier que le résultat obtenu soit le bon.

Exercice 3:
Soit a € IR} et ¢ = y/a, on veux déterminer ¢ a l'aide de la méthode de
Newton on I'appliquant & la fonction f (z) = 22 — a.
1) Déterminer I'algorithme de la méthode de Newton pour f.
2) Si 0 < xg < ¢ montrer que 1 > c.
3) Si 22 = a montrer que z2 = a, Vn.
4) Montrer que z,, est une suite décroissante, en déduire que x,, convérge.
)

5) Montrer que effectivement la limite de z,, est égale & ¢ = \/a.

Exercice 4:

Soit l’équation différentielle y/(t) = y(t) + ¢ & condition initiale y(0) = 1.
Approcher la solution de cette équation en ¢t = 1 a I’aide de la méthode d’Euler
en subdivisant l'intervalle de travail en 10 parties égales.

Comparer a la solution exacte.

N.B. Les téléphones portables et les calculatrices programmables ou non
programmables ne sont pas autorisés, la communication orale, la passation de
documents entre étudiants, la possession de documents non autorisés a portée
de mains, 'utilisation des documents non autorisés, sont strictement interdits.

Bon_courage (Dr. Aziz Arbai & Dr. Bouchaib Ferrahi)
]
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE
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Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE ———jeudi 16 février 201 7—— 2016 - 2017
Exercice 1 (7 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par :

flz)=a*+222 -1

On s’interesse a 1’étude des racines de I’équation f(x) = 0. (Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec

trois chiffres apres la virgule).

1. Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule racine r dans [0, 1];

2. Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75[;

3. On souhaite maintenant affiner I’approximation en utilisant la méthode de Newton sur ]0.5,0.75[. La suite de
Newton est notée x,,. Faut-il choisir g = 0.5 ou ¢y = 0.75 ? Expliquer votre choix;
xq étant choisi, calculer les deux premiéres valeurs x1 et za;

4. On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée Z,. Choisir
convenablement les points de départ Ty et Z; et calculer, en suite, les deux valeurs suivantes To et T3 ;

5. Quel est le rang de I’erreur commise en considérant T3 comme valeur approchée de r ?

Exercice 2 (7 POINTS) : L’objectif de cet exercice est 1’étude de la méthode de Newton-cotes (n = 3) pour calculer
une valeur approchée de f; f(t)dt; ( dite aussi méthode de Simpson %).
1. Expliquer pourquoi, sur I’intervalle [—1, 1], il faut choisir les points —1, %1, %, 1;
2. Recopier et compléter le tableau suivant (en explicitant les calculs) :

i 0 1 2 3
; ~1 29 29 1

Li(z) | 74922 = 1)(z—1) | 77| 32(2® —1)(3z+1) | 72
W 1 29 29 1
; ! 29 29 !

3. Utiliser la méthode de Newton-cotes (n = 3) pour approcher fil f(t)dt;
4. Peut-on améliorer la précision de cette méthode en utilisant le méme nombre de points ? si oui décrire la méthode

sans faire les calculs;

3

5. Donner une valeur approchée de I’intégrale f; f(t)dt en utilisant la méthode de Simpson 3.

Exercice 3 (6 POINTS) : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

"(t) + 10y(t) =0
(pey{ VO +10000)
y(0) =40 >0
1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte) ;

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier £y = 0) et y,, une approximation
de y(ty,). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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En intégrant I’équation différentielle entre ¢,, et ¢,41 puis en utilisant la méthode du trapéze pour calculer

fti”“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 1 a partir de y,, ;

3. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de h). Puis,
Montrer qu’elle vérifie || < 1 pour tout h > 0;

4. Sous quelle condition sur h > 0 le schéma génére-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression de y,, en

fonction de n.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE ————jeudi 16 mars 2017—— 2016 - 2017

Exercice 1 (8 POINTS) :

On souhaite trouver une valeur approchée de la racine de 1I’équation :

(E) S

On définit la fonction f sur R par: f(z) =x —e™ "

1.
2.

Montrer que 7 est solution de (E) si et seulement si f(r) = 0;

Montrer, en étudiant la fonction f, que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution dans R et que cette
solution se trouve dans I’intervalle |0, 1[;

En utilisant la méthode de Dichotomie, localiser » dans un intervalle d’amplitude 0.25 (on donne e~ ~ 0.61
et e 070 ~ 0.47);

Montrer que f est concave sur [0, 1] et en déduire le schéma de Newton permettant I”approximation de r solution
de f(x) = 0 (choisir xz( et donner 1’expression de xj 1 en fonction de xy);

(xy,) est la suite de Newton définie précédemment, calculer x1, z2 et z3; quel est le rang de 1’erreur commise en
considérant z3 comme valeur approchée de r ?

Peut-on utiliser la méthode du point fixe pour trouver une valeur approchée de r ?

Exercice 2 (7 POINTS) :

Soit f une fonction de classe C'* définie sur [—1,2] et P»(.) le polynome de Lagrange qui interpole f aux trois

points 0, 1 et 2.

1.

Expliciter le polyndme P (.) puis donner une approximation de f(3) en fonction de £(0), f(1) et f(2). Peut-on
exprimer de la méme maniere f(—1)?
En intégrant P,(.), donner une méthode de quadrature pour approcher I’intégrale f02 f(x)dx, expliquer pourquoi

cette quadrature est exactement la méthode de Simpson;

. Dans le but d’améliorer la quadrature précédente, on souhaite utiliser 5 points au lieu de 3. Préciser les 5 points

en justifiant chaque choix;

Sans refaire les calculs d’interpolation, donner une nouvelle quadrature pour approcher f02 f(x)dx en appli-
quant la méthode de Simpson sur les intervalles [0, 1] et [1, 2];

On suppose que f(—1) = 1, f(0) = 1, f(1) = 2 et f(2) = 3. Soit P5(.) le polyndme d’interpolation de
f surles 4 points —1, 0, 1 et 2. Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que : P3(z) — Py(z) = Az(x—1)(z—2).

Exercice 3 (5 POINTS) : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par (avec ¢ > 0) :

L.

(PC) { y'(t) = =y(t) =0
y(O) =Y0

On suppose que (PC) admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € N (en particulier £y = 0) et y,, une approximation
de y(tn).
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢,, et ¢,,+1 puis en utilisant la méthode du rectangle a droite pour
calculer ftt"“ 1JrLto(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 11 a partir de y,, ;

n

3. On prend h = 0.5 calculer y;, y2 et ys.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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]ﬁ( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

——

Gonl 0Ll s amcls

CONTROLE ————miercredi 10 janvier 2018————2017 - 2018—

Présenter les valeurs approchées avec 4 chiffres apres la virgule (par défaut).

Calculatrice non programmable autorisée (échange interdit). Documents et téléphones portables interdits

Exercice 1 (8.5 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 2% + 2 — 1
1. Montrer que la fonction f admet un zéro unique, noté r, dans [0, 1];
2. Sans vérifier les conditions de convergence, écrire la suite récurrente (z,,),, obtenue en utilisant la méthode
de Newton pour approcher . En prenant xy = 1 calculer x; et x5 et x3. Que peut-on constater ?
3. Appliquer en trois itérations, sur 'intervalle [0, 1], la méthode de dichotomie et comparer la derniére valeur
obtenue avec x3;
4. Déterminer le nombre d’itérations 4 exécuter pour obtenir une valeur approchée de r 2 107> prés;
5. Par la suite, on se propose de démontrer que la suite (x,,),, définie dans [2.] converge vers 7 :
a. Etudier, sur [0, +o0[, les variations de la fonction h définie par : h(x) = 22% — 3rz? + 1 — r et déduire son
signe ;
b. On suppose que xg € [0, 1]. Montrer par recurrence que z,, € [r, 1| pour tout n > 1;

c. Montrer que la suite (x,,),, est décroissante et conclure.

Exercice 2 (5 POINTS) :
y'(t) = —y(t) + ¢

y(0) = yo
1. Montrer que (P¢) admet une solution unique et résoudre ce probléme (solution exacte) ;

Soit (P¢) le probleme de Cauchy donné par : (Pc) {

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, ¢,, = nh pour n € N (ainsi ¢y = 0) et y,, une approximation de y(t,,). Par la
suite, on intégre 1’équation différentielle entre ¢,, et ¢,,4-1 puis on utilise la méthode du trapeéze pour approcher
I'intégrale sur [t,,, t,+1] du second membre;

Donner le schéma permettant de calculer y,,41 a partir de y,, (en fonction de y,,, n et h).

Exercice 3 (6.5 POINTS) :
On considere une fonction f définie sur un intervalle [a, b] que I’on suppose assez réguliere. On souhaite calculer
une valeur approchée de I = f; f(x)dx par la méthode du trapéze composite.
Pour m € N*, on pose h = b_?a etx; =a-+ihet f(m, f) la valeur approchée de I = f; f(z)dz donnée par la
méthode du trapeze composite (ou la méthode des m trapezes).
1. Casm =1
a. Donner le polyndme P () interpolant f en (a, f(a)) et (b, f(b)), formuler I’erreur d’interpolation ef(x) =
|f(x) — Pi(x)| en fonction de a, b, z et f” et donner une majoration de e (z) pour = € [a, b];
b. En intégrant P (z), montrer que I(1, f) = 25(f(a) + f(b));
c. On donne fab(b —z)(r —a)dx = %, déduire une bonne majoration de E; 5 = ‘I —I(1, f)‘ .

2. On suppose maintenant que m > 1 :

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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a. En utilisant le résultat établi en [1.], sur les intervalles [x;, z;+1], donner I’expression de I(m, f);
< (b—a)? "

< oz SUPzefap) [ ()]

3. Application:a =0,b=1let f(x) = H% . Calculer I(1, f) et I(2, f).

b. Démontrer la majoration de I’erreur : E,,, ¢ = |I — I(m, f)

Question facultative (+1 POINT) :
Soit f un polynéme de degré n, (z;)i=o,... » une famille de points distincts et Py, (z) le polyndme d’interpolation de

f par rapport aux points (z;)i=o,... m, montrer que si m > n alors P, (z) = f(z).

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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]Q( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE ——
-_—
Fandl eOUI s dasls

——RATTRAPAGE ———mercredi 14 février 2018———2017 - 2018——

Présenter les valeurs approchées avec 4 chiffres apreés la virgule (par défaut)
Calculatrices non programmables autorisées (mais I’échange est interdit)
Documents et téléphones portables interdits
Exercice 1 (9 POINTS) :
Soit (E) I’équation donnée par : (E) 10z = 9e~"
Ondonne: e %5 =0.6065 €002 =05352 e 07 =04723 e 1=0.3678

1. En utilisant la fonction f définie sur R par f(x) = 10x — 9¢~*, montrer que (F) admet une seule solution,
notée z*, dans I’intervalle [0, 1];

2. Appliquer la méthode de dichotomie pour localiser la solution z* dans un intervalle [a,b] d’amplitude :
b — a = 0, 125 puis donner une valeur approchée de z* et une majoration de 1’erreur;

3. Ecrire la suite récurrente (z5,)n obtenue en utilisant la méthode de Newton pour approcher z*. Choisir une
bonne valeur initiale g (parmi les deux valeurs, a et b, trouvées dans la question (2.)), vérifier les conditions
de convergence et calculer xz ;

z .

9 -

4. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 35

a. Vérifier que x* en un point fixe de g;
b. Vérifier que g([0,1]) C [0, 1] et, en s’assurant que |g'(z)| = g(x), déterminer L = sup,¢(o 1) |9'()|;
c. Soit (Zy,)y, la suite définie par la méthode du point fixe sur [0, 1]. Montrer que |Z,, — z*| < L™ et déduire
que la suite (Z),, converge vers la solution de (F);
5. Combien faut-il calculer de termes, de la suite (%), pour obtenir une valeur approchée a2 1071 prés (ici, on
ne demande pas de calculer cette valeur approchée!).
6. Quelle est la meilleur méthode ? Justifier.
Exercice 2 (6 POINTS) :
Soit f une fonction suffisamment réguliere définie sur [0, 4] et a valeurs dans R.
1. Déterminer le polyndme d’interpolation de degré 2 de f, noté P»(.), qui prend les méme valeurs que f(.)

aux points : 0, 3 et 4 puis donner une majoration de 'erreur E(z) = |f(z) — Pa(2)|;

2. En remplagant 'intégrale de f(.) sur [0,4] par I'intégrale de P»(.) sur le méme intervalle, déterminer la
méthode de quadrature élémentaire obtenue puis donner une majoration de ’erreur / = | f04 flx)dx —
i Py(2)dzx| (on donne : [ |z(x — 3)(z — 4)|dz = TL);

3. Déterminer I’ordre de cette quadrature ;

4. Rappeler la définition de la méthode de Simpson (simple) et évaluer I = f04 f(x)dx en utilisant cette
Meéthode. Expliquer pourquoi cette quadrature est différente de celle obtenue dans la question (2.);

5. En utilisant deux sous intervalles, évaluer I = f04 f(x)dx avec la méthode de Simpson composite.

Exercice 3 (5 POINTS) :
y'(t) =1-2y(t)

y(0) =1
1. Montrer que (P) admet une solution unique et résoudre ce probleme (solution exacte)

Soit (P) le probleme de Cauchy donné par:  (P) {

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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2. Soit h > 0 un pas de temps donné, t,, = nh pour n € N (ainsi ty = 0) et y,, une approximation de y(ty,).

a. Evaluer j::” y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu;

b. Intégrer 1’équation différentielle, du probleme, entre ¢,, et ¢, 1o et déduire, en utilisant le résultat de
la question (2.a.), une relation entre 4,42, Yn+1 €t Yy, (et en fonction de h);

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution

numérique de (P)). Pagel/1

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023



SMP 3 :
Controle en Analyse Numérique et Algorithme
Année—2018/2019

Exercice 1(8points). On considére I'équation : 23 -3z —1=0

Cette équation posséde une solution et une seule dans Uintervalle [1,2]. Cette
propriété est admise, on ne demande pas de la démontrer. On appelle r cette
solution. On cherche & obtenir une valeur approchée de r en utilisant le théoréme
du point fixe. Pour cela on doit mettre I’équation sous la forme z = ¢(x).

(z° —1)

(a) Expliquer pourquoi le choix de ¢;(z) = —3 n’est pas judicieux
(c’est a dire pas le bon)

Dans la partie suivante on pose ¢(z) = (3z + 1)5 = ¢/3z + 1.

(b) Montrer que la fonction ¢ : [1,2] — R vérifie toutes les hypotheéses du
théoreme du point fixe (de telle sorte que toute suite z,, définie par zyp = a €
[1,2] et xpt1 = @(xy), (n > 0) converge vers 7).

(c) Montrer que si p(zg) > xo alors la suite (x,,),, .y est croissante, et que si
@(x0) < xo alors la suite (2,,),cy est décroissante. Les deux cas peuvent-ils se
produire ?

(d) On suppose xg = 1, trouver une approximation de r avec deux décimaux
exactes.

(e) Auriez-vous recommandé la méthode décrite dans cet exercice pour trou-
ver une approximation de r 7

justifiez précisément votre réponse.

Exercice 2.(6 points) Soit f une fonction de [—1, 1] dans R.
1) Déterminer P, le polynéme d’interpolation de degré 2 de f, qui prend les

méme valeurs que f en x = 3 0, -

2) Déterminer la méthode de quadrature obtenue en remplagant 'intégrale
de f sur [—1,41] par celle de Ps.
3) Montrer que cette méthode est précise d’ordre 3.

Exercice 3 (6 points). On considére le probléme de cauchy
(P3) {y'(t) = —(y(&))™ +cos(t), tel=]0,a][CR(a>0)ety(0)=0

Ou m est un entier impair.

1. Montrer que ce probléme posséde une solution unique locale.

Soit A > 0 un pas de temps donné, soit ¢, = nh pour n € N et y, une
approximation de y(¢,).

2.En utilisant la méthode de rectange & droite pour calculer 'intégrale sur
[tn,tnt1], écrire le schéma implicite permettant de calculer y,, 1 & partir de y,,.

3. A partir du schéma obtenu a la question précédente, utiliser la méthode
de Newton pour la résolution des équations non linéaires en partant de zg = y,
avec un seul pas et déduire ainsi un nouveau schéma explicite.



SMP3 : Anlyse Numérique et Algorithme
année 2018-2019
Session de rattrapage

Exercice 1 (7points). On considére la fonction f: R — R définie par:
flx) =2 Tz +4 (1.1)

(a) Montrer que f admet une racine unique dans Uintervalle [0, 1], que on
note r.

On se propose d’approcher cette racine avec 3 décimaux exactes en utilisant
la méthode de Newton.

(b) Donner la formule de Newton

(¢) Expliquer pourquoi est-il légitime d’employer la méthode de Newton?

(d) Sur quoi se fonde votre choix du point de départ ?

(e) Comment reconaitre que les tois décimaux d’une valeur approchée cal-
culée par la méthode de Newton, sont ceux de 77

(f) Calculer alors une valeur approchée de r avec trois décimaux exacts,et
porter les résultats dans le tableau suivant

L& e [ fle) | Tzx —zaal |
0

Exercice 2 (7points) .1). Soit f une fonction de classe C*([—1,1]) et p le
polyndéme de Lagrange qui interpole f aux points xg = —1, 1 = 0 et x5 = 1.
Calculer le polynéme p.

2. En déduire une formule de quadrature FQ(f) pour approcher l'intégrale

1
S, ft)de.

3. Etudier le degré de précision de cette formule de quadrature FQ(f) ainsi
trouvée.

4. A l'aide d’'un changement de variable affine, en déduire une formule de
quadrature pour I'intégrale f:;”z f(t)dt.

h—

5. Soit h = TNa (N € N*) et ; = a +ih pour i = 0,...,2N. On subdivise
lintervalle [a,b] en N sous-intervalles [xa;, Z2;12] de longueur 2h.

En déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

b
[, f(@t)dt.

Exercice 3 (6points). On considére le probléeme de cauchy
y'(t) = —k(y(t) —25), ¢t>0ety(0)=75 keR

1) Calculer la solution exacte de ce probléme de Cauchy
2) On suppose y(5) = 50, calculer la constnte k.



Pour la suite on utilise la valeur de k trouvée a la question 2). Soit A > 0
un pas de temps, soit t,, = nh pour n € N .

3) On note (un )nen la solution numérique obtenue & 'aide du schém d’Euler
explicite.

Etablir la relation entre u,41 et u,

4) On fixe h = 1, caluler y(t,) et u, pour n = 1,...,4 et remplisser le tableau

Correction

Exercice 1.

a)
f@)=25-Tx+4

f est une fonction continue
f(0)=4>0
fl)y=-2<0

grace au théoréme des valeurs intermédiaires la fonction admet au moins une
racine dans [0, 1].

De plus la dérivée f'(z) = 5z* — 7 < 0 sur [0, 1] donc la fonction est stricte-
ment décroissante ce prove la rcine de f dans [0, 1] est unique, on la note alors
7.

b) la méthode de Newton définit une suite (z,,),n dont la formule est donnée
par :

To étant fixé

f (@)

c) Il est légitime d’utiliser la méthode de Newton car f’(x) ne s’annule pas
sur [0, 1].

d) Pour assurer la convergence de la méthode de Newton on doit choisir xg
tel que f(zg) et f’ soient de méme signe.

comme f' < 0sur [0,1] et f(0) <0 on peut choisir g = 0

e) Soit z, un élément de la suite défine par la formule de Newton, alors les
trois décimaux de x,, sont ceux de r si

Tntl1l = T —

|y — 1] <1073
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Exercice 1 (8 points) Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = = —
i cos(z)

1). Montrer que la fonction f admet un zéro unique, noté r, dans [0, 1]

2). Utiliser la méthode de Dichotomie pour calculer ¢y, ¢1, co , c3 et porter
les résultats dans un tableau.

3). Déterminer le nombre d’itérations a executer pour obtenir une valeur
approchée de r & 107° pres.

4. Sans vérifier les conditions de convergence, Ecrire la suite (y,, )nen obtenue
en utilisant la méthode de Newton. En prenant yy = 1 calculer y; , y2 et
y3. Que constatez-vous?

1
Soit ¢ la fonctions définies sur R par : g(z) = Zcos(w)

5) Montrer que la fonction g vérifie les hypothéses du théoréme du point
fixe et que la suite récurrente définie par : ug € R, upq1 = g(u,) ¥n > 0 est
convergente et quelle est sa limite?

6). Cette convergence de la suite (uy,)nen dépend-elle du choix de ug?

Exercice 2 (8 points) Soit 0 < o < 1 un nombre réel, et soit wy, wa, w3 trois

nombres réels. Pour approcher I'intégrale f_ll g(t)dt, on considére la formule de
quadrature

Fq(g) = wig(—a) + w29(0) + wag(a)

1). Calculer a,w1, ws, w3 pour que le degré d’exactitude de cette formule de
quadrature soit maximal, quel est alors cet ordre ?

2). A P’aide d’un changement de variable affine, en déduire une formule de
quadrature pour l'intégrale

[ f@)de

b—a

3). Soit h =

m
[a, b] en m intervalles [x;, ;1] de largeur h.
En déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

f; f(z)dz

et x; = a+ih pour ¢ = 0,...,m. On subdivise l'intervalle

4. Ecrire Palgorithme associé a cette formule de quadrature.
y'(t) +sin(y(t)) =0, ¢€]0,T

y(0) =90 >0
1). Montrer qu’il existe une unique solution globale y € C1(]0, T, R).

Exercice 3 (4 points) Soit le probléme de Cauchy :{
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Exercice 1 (8 points). On considére la fonction f : R — R définie par
f(x) =52° — 9z + 10

1) Calculer la dérivée de f et dresser son tableau de variation complté avec
des valeurs remarquables.

Déduire que f admet dans R une racine unique qui sera notée r.

Sans faire de calcul, on admet que r € [-1.4 , —1].

2) Ecrire la suite (xj)ren définie par la méthode de Newton apreés avoir choisi
convenablement xg.

calculer x1, x5 et x3, porter les résultats dans un tableau a 3 colonnes (k, xy
et f(zk)).

3) Donner une estimation de Perreur |41 — 7| en fonction de |z — 7|
5

4) On considere la fonction ¢(z) = §(x5 +2)

Verifier que r est un point fixe de .

5) Peut-on appliquer la méthode itérative xx41 = @(z)) comme a la question
2) pour approcher r? justifier la réponse. (1pt)

Exercice 2 (7 points) Soit f une fonction C*°(R,R). On se donne les points
—a
Le

m
but de I'exercice est de trouver une formule de quadrature & m + 1 points pour

{zi}i=0,..,m de lintervalle [a,b] définis par z; = a + ih avec h =

approcher I'intégrale définie fab f(z)dx.
On propose dans un premier temps (question 1, 2) la formule de quadrature
a deux points :

I o)z~ Falg) = 39 (=5 ) + 2g(w)

ol 0 < w < 1 est a déterminer.

1). Déterminer w pour que cette formule de quadrature soit exacte avec un
ordre maximal et donner cet ordre d’exactitude.

2. A Taide d’un changement de variable affine, en déduire une formule de
quadrature pour I'intégrale suivante : f;:“ f(z)dx

3. En déduire une formule de quadrature, notée Fq(f), pour le calcul ap-
proché de l'intégrale f; f(z)dz.

4. Ecrire I'algorithme du calcul de Fq(f).

Exercice 3 (5 points) On considére le probléme de cauchy

"(t) = K(y(t) = L), t>0

(m>{i>=m>o



ott K est un réel négatif, et L € RT
1). Montrer qu’il existe une unique solution globale y € C*(]0,T|,R) puis
calculer cette solution.

2.50it At = N le pas temporel pour n =0, 1, .., N, on pose t, =nAt, y,
une approximation de y(t,).
Ecrire le schéma d’Euler implicite pour calculer les y,, n =1,..., N.

3) On suppose L = 0, calculer y,,11 en fonction de n, At et yo. Calculer aussi
la différence entre y,, et y(t,,).
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE ————28 février 2021 ———2020 - 2021——

Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (2+3+3+2=10 POINTS) : Soit (FE) 1’équation suivante : (E) 2 — 3 = e*®

Notons : f(z) =2 —e * -3 et g(z) = Ve *+3. Sil <z <2alors: f'(x) >0
et ¢(1)<dg(z)<g'(2) avec ¢'(1)~—0.05etg'(2)~—0.02

1. Vérifier que I’équation (E) admet une et une seule racine, r, dans I'intervalle [ag, bo] = [1,2];

2. Appliquer deux itérations de la méthode de Dichotomie, localiser la racine ro dans un intervalle [ag, ba] puis
donner une majoration de ’erreur |zo — ro|. Déterminer le nombre d’itérations, k, nécessaire pour obtenir
une solution approchée, xy, avec une précision ¢ = 27102

3. Soit (yp)n, la suite générée par la méthode de Newton. Ecrire I’algorithme de la méthode (avec une précision
e = 2719), justifier un bon choix de yy € [az, bo] et étudier la convergence de cette méthode. Exécuter les deux
premiéres itérations;

4. Soit (6,,),, la suite définie par : 0r, = g(0n—1) et 0o € [1,2].

Vérifier que o est un point fixe de g et montrer que (6,),, converge vers (. Préciser le nombre d’itérations

qu’il faut exécuter pour obtenir une précision e = 2710,

Exercice 2 (2+2+2+2+2=10 POINTS) :

L’objectif de cet exercice est I’étude de la méthode de Newton-cotes (n = 2).

1. Cas particulier : I'Intervalle [—1, 1]. Calculer le pas h puis recopier

et compléter le tableau suivant (détailler les calculs); i 0 1 2
2. Formuler P>(x) le polyndome d’interpolation d’une fonction f sur i 29 2?2 1

la base des points xg, x1 et xo. Puis, utiliser P,(z) pour détermi- Li(x) 221 1—22 1| 22

ner une approximation, avec une quadrature /| (—1,1)» de intégrale f _11 Li(z)dx % 29 29

I = f_ll f(z)dx;

3. Onnote Mo = supge[_1,1 |f®)(z)|. Exprimer I’erreur d’interpolation E5(x) = | f(x) — Py(x)| et donner une

majoration de cette erreur. En déduire une majoration de I’erreur d’intégration £_; ;) = |1 1,1 — {[-1,1 | (on
donne fil |23 — z|dx = 3);

4. Cas général : I'intervalle [a, b]. Utiliser un changement de variable affine (entre [a, b] et [—1, 1]) pour montrer

que :

b ~ —a a
[ e =Ty =52 (10 + 455D+ 50))

5. On se donne une discrétisation uniforme de I’intervalle [a, b] (4 sous-intervalles, avec le pas h = bfT“). Donner

une approximation fﬁl b] de f(f f(z)dz en utilisant une méthode composite de la quadrature précédente.

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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QS (Question supplémentaire : +1.5 Points) Un probleme de Cauchy (PC) est défini par une équation dif-
férentielle y' = h(t,y) et une condition initiale y(xg9) = yo (On suppose que (PC) admet exactement une
solution). Intégrer 1I’équation différentielle sur I’intervalle [z;, x;12] puis utiliser la quadrature précédente et

I’approximation y(x;) ~ y; pour établir une relation entre y;2, y;i4+1 et y;. Transformer cette relation en une
méthode explicite permettant le calcul d’une solution approchée de ce probleme.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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sité Abdelmalely Essaadi

RATTRAPAGE — 04 avril202]——— 2020 - 2021——

Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (0.75+1.25+3+3+42=10 POINTS) : Soit (E) 1’équation donnée par f(z) = 0 avec f, la fonction, définie
sur R telle que : f(x) = 2% + 22 + 3z — 3.
1. L’équation (EF) admet-elle une solution dans I’intervalle [—1,1] ?
2. Vérifier que I’équation (E) admet une et une seule racine, 7, dans 'intervalle [ag, by] = [0, 1];
3. Localiser la racine T dans un intervalle [c, d] d’amplitude d — ¢ = 0.25. Déterminer le nombre d’itérations, p,
nécessaire pour obtenir une solution approchée, x,,, avec une précision ¢ = 10762
4. Montrer, en utilisant la méthode de Newton, que I’algorithme (Alg) permet de définir une suite (z, ), d’approxi-
mations de T :
zo=1
Tant que |f(2,)| > 1075 Faire :
(Alg) _ 22242243
“ntl = 322002, 43
Fin
Identifier la précision recherchée et étudier la convergence de cette méthode. Calculer z; et 23 ;

5. Transformer 1’équation () en un probleme de point fixe, de la forme h(z) = =z, tel que h est une fonction

constante )
polyndéme de degré 27
Soit (,,)n la suite définie par : tg = 0.5 et ¢, = h(t,—1). Calculer ¢; et t.

Est ce que la suite (t,,), est convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

rationnelle a déterminer (de la forme

On donne :
—0.5< m < —0.3 pourtout z € [0,1]
Exercice 2 (2+3+2=7 POINTS) : Soient o = 0, z1 = letxy = 3

1. Déterminer les polyndmes caractéristiques de Lagrange L;(x), i = 0,1,2 et formuler P»(x) le polyndome
d’interpolation d’une fonction f sur la base des points xg, x1 et 2.

2. Calculer fo x)dz, i =0,1,2, puis utiliser le polynome d’interpolation, P5(z), pour déterminer une quadra-
ture, ) =3 Zz ~0 o w; f(z;), de I'intégrale I = fo x)dz. Quel est ’ordre de Q ?

3. Utiliser la méthode de Simpson pour donner une deuxieme quadrature I permettant, aussi, d’approcher

Pintégrale I = fo x)dx. Comparer () et I puis expliquer les différences.

Exercice 3 (1+2=3 POINTS) :
1. Rappeler la formule de quadrature approchant 1’intégrale f g(t)dt par la méthode du trapeze puis I’appliquer
dans le cas g(t) = F(t,y(t));

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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2. On suppose que le probleme de Cauchy, (P), admet une solution unique :

P { y = F(t.y(1))

y(7o0) = vo

Intégrer 1’équation différentielle sur I'intervalle [t;, t;11] puis utiliser la méthode du Trapéze et, pour tout
indice j, I’approximation y(t;) ~ y; pour établir une relation entre y;;1 et y; (en fonction de F, t; et t;1).

QS. (+1 POINT) Transformer la relation précédente en une méthode explicite.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023



CHAPITRE 1 ANNALES DES EXAMENS - SUJETS 29

SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE ——— 17 janvier 2022————2021 - 2022——

Présenter les résultats avec quatre chiffres aprés la virgule (par défaut et sans arrondi)

Toutes les réponses doivent étre justifiées et bien rédigées

Exercice 1 (2+1.5=3.5 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 2*
1. En utilisant la méthode de Newton, déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté P, sur la base des
points : —2, —1 et 1. Utiliser P pour donner une valeur approchée de f(0).

2. Calculer la valeur exacte de I’erreur commise au point z = 0 puis utiliser la formule du cours. Comparer et
Expliquer.

Exercice 2 (2+3+3.5+3.5=12 POINTS) :

Soit (F) I’équation suivante : (E) In(l+xz)=1-2?

1. Etudier, sur I’intervalle [0; 2], les variations de la fonction f définie par f(z) = 2> — 1+ In(1 + ). En déduire
que I’équation (F) admet une et une seule solution, notée =*, dans I'intervalle [0; 2] ;

2. Appliquer la méthode de Dichotomie pour localiser la solution z* dans un intervalle [a;b] d’amplitude A =
b — a = 0.5. Déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour pouvoir localiser la solution dans un intervalle
d’amplitude A = 0.0625;

3. On note (yy,), la suite générée par la méthode de Newton.

a) Ecrire I’algorithme, de cette méthode, permettant d’obtenir une précision d’au moins 1076

b) Justifier un bon choix de I’intervalle initial et de la valeur initiale yq puis calculer y; ;

¢) Etudier la convergence de cette méthode et expliquer pourquoi on peut la considérer comme la meilleure
méthode ?

3. Sur l'intervalle [0.5; 1], on considere le schéma numérique définissant la suite (¢, )y, telle que :

to=1
tn=9g(tn—1)=+1-In(l+t,—1) n=1,2,--

On donne : sup,¢( 5,11 [9'(7)| = 0.45

a) Vérifier que ce schéma peut étre utilisé pour déterminer une valeur approchée de x* (la solution de (E)).
Identifier une méthode classique qui peut générée ce schéma et la suite (¢, )y ;

b) Etudier la convergencee de ce schéma;

¢) Formuler une majoration de ’erreur |t,, — z*| puis déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour
obtenir une précision d’au moins 10710,

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023
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Exercice 3 (1+2+1.5=4.5 POINTS) :

Soient x( et 1 deux points tels que xg = —1 et x; = 2 et soit f une fonction continue sur [—1;2].

1. Déterminer les deux polyndmes caractéristiques de Lagrange L((x) et L;(z) puis formuler le polyndme
d’interpolation de f sur la base des points xg et x1 (noté Q));

2. Intégrer, sur I'intervalle [—1; 2], les deux polyndmes de Lagrange et le polyndme () et déduire une quadrature
I de I'intégrale I = le f(t)dt, en précisant les deux poids wp et wy.
Peut-on associer cette quadrature & une méthode classique ? Laquelle ?

3. Utiliser la méthode des trapezes (exactement 3 trapezes) pour formuler une deuxiéme approximation 1’intégrale

I (notée 1) ). Sans faire de calcul supplémentaire, comparer Tet]et expliquer.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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]®( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s anls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE ——— 21 février 2022———— 2021 - 2022——

Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Toutes les réponses doivent étre justifiées et bien rédigées

Exercice 1 (2+3+3+3=11 POINTS). Soit (E) 1’équation suivante : (E) 1+4z=e

1.

Ecrire (E) sous forme d’une équation f(z) = 0 (f une fonction & déterminer). Vérifier que 1’équation (F)

admet une et une seule solution, notée 7, dans I’intervalle [0; 1].

Ecrire I’algorithme de la méthode de Dichotomie permettant d’obtenir une valeur approchée de 7 avec une
précision d’au moins €.
Faire les calculs pour ¢ = 272, localiser la solution dans un intervalle [a,b] C [0, 1] et donner une valeur

approchée de 7.

On souhaite appliquer la méthode de Newton sur I’intervalle [0, 1] et on note (), la suite générée par cette
méthode. Rappeler le principe géométrique de la méthode et exprimer #,,11 en fonction de ¢,,.

Calculer f”(0.5) et f”(0.75). Que peut-on dire par rapport a la convergence de cette méthode.

Sur I’intervalle [0;1], on considére la modification de la méthode de Newton qui consiste a remplacer la
tangente 7}, au point (¢, f(t,)), par la droite D,, parallele a la tangente T (au point (¢, f(to)) avec f'(to) # 0)
et qui passe par (ty, f(tn)). Ainsi ¢, est ’abscisse du point d’intersection de la droite D,, avec I’axe des
abscisses (OX). Faire un schéma et exprimer ¢,,11 en fonction de t,,.

Exercice 2 (2.5+1.5=4 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (z +1)% — 1

L.

En utilisant la méthode directe, déterminer le polyndome d’interpolation de f, noté P, sur la base des points :
—1, 0 et 1. Utiliser P pour donner une valeur approchée de f (—%) et calculer la valeur exacte de I’erreur
commise au point x = —%.

Sans faire de calcul supplémentaire, donner le polyndome d’interpolation de f, noté @, sur la base des points :

—2, —1, 0 et 1. Que peut-on dire de I’erreur au point z = —% (par rapport a Q).

Exercice 3 (1.5+2+1.5=5 POINTS) :

Soient zyp = —2, 1 = 0 et 9 = 1 et soit f une fonction continue sur [—2; 1].

1.

On donne Lo(z) = £(2? — z), déterminer les deux autres polyndmes caractéristiques de Lagrange L;(z) et

Lo (z) puis formuler le polyndme d’interpolation de f sur la base des points g, x; et z2 (noté P).
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2. On donne f_12 Ly(z)dz = 2, calculer f_12 Lo(z)dz et f_12 Lo(x)dz. Puis, en Intégrant le polyndome P (sur
Iintervalle [—2; 1]) déduire une quadrature I de I'intégrale I = fi2 f(t)dt. On donne wy = %, préciser les

deux autres poids w; et wo.

3. Utiliser la méthode de Simpson pour formuler une deuxieéme approximation de I’intégrale I (notée I ). Expliquer
la différence entre I et I.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE 14 janvier 2023 2022 - 2023——

Présenter les résultats numériques avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (1.5+2.5+2+1.5=7.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 8 — a3.

1. Etudier la fonction f sur R, dresser son tableau de variations, remarquer que f est bijective et vérifier que
I’équation (Eqt) f(x) = 0 admet une solution unique z. Quelle est la valeur exacte de z ?

2. Vérifier que € [1; 4] et calculer les trois premieres valeurs approchées, co, ¢; et co, données par la méthode de
Dichotomie. Donner une majoration de I’erreur de 1’approximation de Z par cs.
Déterminer le nombre d’itérations, n, nécessaires pour obtenir une valeur approchée, c,,, de = avec une précision
au moins égale 2 1075,

3. Définir la suite, x,,, des itérés de la méthode de Newton. Préciser, xg, la meilleure initialisation possible parmi
les quatre valeurs suivantes : 1, 4, 1.75 et 2.5 puis calculer z;. Etudier la convergence de cette méthode.

4. Transformer I’équation (Eqt) en un probleme de recherche de point fixe et écrire 1’algorithme correspondant

(on ne demande pas I’étude de la convergence).

Exercice 2 (3+1.5=4.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = sin(Fx) et les trois points zg = —1,

1 =0ectzy = 1.

1. Déterminer le polyndéme d’interpolation de f sur la base des points xg, 1 et x2 en utilisant DEUX parmi les

trois méthodes habituelles (Lagrange, Newton et Directe).

2. Donner une majoration de I’erreur d’interpolation.

Exercice 3 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Soit f une fonction de classe C'! et (App) ’approximation :

1
(App) / @) de ~ af (1) + B1(0) + /(1)

1. Déterminer «, (3 et v pour que (App) soit exacte pour les polyndmes de degré 0, 1 et 2 (on peut utiliser succes-
sivement f(x) = 1, f(z) = wet f(x) = z?).

2. On suppose que o = v = % et 8 = %, puis on se donne les points {z;};—o.., de subdivision de I’intervalle
[a;b] : x; = a+ih avec h = b_T“ En utilisant un changement de variable affine, dans /, déduire la formule de

quadrature suivante :
Titl h h
— [ f@)de x G + 4o )+ Flain)

3. En déduire une formule de quadrature composite pour I’intégrale fab f(z)dz.
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Exercice 4 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Considérons le Probleme de Cauchy (PC) donné par :

'(t) = —32(t), Pourt >0
(PC) Z'(t) x(t) our
x(0) =yo donné

Soit & > 0 un pas de temps donné, on pose t,, = nh pour n € IN ainsi ¢y = 0 et x,, une approximation de x(t,,).
1. Vérifier que (PC') admet une solution unique et déterminer cette solution (exacte).
2. Intégrer I’équation différentielle sur [t,; t,,41] et utiliser la méthode du trapeze pour exprimer x,, 1 en fonction
de x,, (Schéma de Crank-Nicolson).

3. On suppose que h = %, calculer limy,— 4 o0 Tn.-

Rédaction et Présentation: 1 Point Page 1/1
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE 17 février 2023— 2022 - 2023—

Présenter les résultats numériques avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (2+2+2+1.5=7.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par g(z) = %

1. Etudier la fonction g sur [—2, 0], dresser son tableau de variations, remarquer que g est bijective et vérifier que
le probleme (PF') g(x) = x admet une solution unique r. Quelle est la valeur exacte de r ?

2. Définir la suite (zy,),, donnée par la méthode de point fixe, pour obtenir une solution approchée de (PF'), et
vérifier qu’elle convergente. Evaluer |Zp+1 — x| et déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir
une solution approchée avec une précision de ¢ = 1074,

3. Vérifier que (PF') peut étre transformé en un probléeme de résolution d’un équation non linéaire de la forme
(Eqt) f(xz) = 0 avec f un polyndme de degré 2. En remarquant que r est solution de (Eqt), appliquer la
méthode de Dichotomie sur I’intervalle [—1.75; 0] et calculer les deux premiéres valeurs approchées de r.

Yo € [—2, 0]

2
_ Ynt3
Yn+1 = 2;”_2

4. On définit la suite, (y,, ), des itérés données par : {

Quelle méthode peut-on reconnaitre ? Etudier la convergence de cette méthode.

Exercice 2 (2+2+1.5=5.5 POINTS) : (Les trois questions sont indépendantes)
ZT; 1’0:0 3}1:1 :IZ2:2 (E3:3
flz) | 1 2 9 28

1. Déterminer le polynéme d’interpolation de f sur la base des points zg, 1 et z2 en utilisant la méthode de

Soit f la fonction donnée par le tableau suivant :

Lagrange.

2. Déterminer le polynéme d’interpolation de f sur la base des points =1, xo et x3 en utilisant la méthode de
Newton.

3. Donner une valeur approchée de f03 f(x)dx en utilisant 1a méthode des trapezes (composite avec 3 trapezes).

Exercice 3 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Soit f une fonction de classe C'! et (App) I’approximation :

(f(=1) +4f(z0) + f(1))

W =

1
(App) / RO

1. Déterminer z( pour que (App) soit exacte pour les polyndmes de degré 0 et 1 (On peut utiliser f(z) = 1 puis
f(z) =)

2. On suppose que zg = 0, en utilisant un changement de variable affine, dans I = ff f(x)dx, déduire une
formule (@) permettant de calculer une valeur approchée de I.

3. Vérifier que (@) est une quadrature de type Newton-cotes, laquelle ? Déterminer I’ordre exacte de (Q).
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Exercice 4 (1.5+2=3.5 POINTS) : Considérons le Probleme de Cauchy (PC') donné par :

(poy J O =/ at),  Pourt>0
x(0) =29 donné

Soit & > 0 un pas de temps, on pose t,, = nh pour n € IN ainsi ¢y = 0 et x,, une approximation de x(ty,).
1. On suppose que (PC) admet une solution unique. Intégrer I’équation différentielle sur [¢,;¢,+1] et utiliser
méthode du rectangle a gauche pour exprimer x, 1 en fonction de x,,.
2. Intégrer 1’équation différentielle sur [t,; t,,41] et utiliser méthode du rectangle a droite pour exprimer x,, 41 en

fonction de z,,. Transformer le schéma implicite ainsi obtenu en un schéma explicite.

Rédaction et Présentation: 1 Point Page 1/1
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SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

EXAMEN 2015—— Correction——-2016 - 2017

Exercice1: Ona:

90 2 45 0 97 2 48 1
45 2 22 1 48 2 24 0
22 2 11 0 24 2 12 0
11 2 5 1 12 2 6 0
5 2 2 1 6 2 3 0
2 2 1 0 3 2 1 1
1 2 0 1 1 2 0 1

(90)10 = (1011010)5 et (97)10 = (1100001),

On effectue la multiplication binaire pour obtenir :

(1011010)2 x (1100001)2 = (10001000011010)2

Exercice2: 1. Ona:
(B)ez(l+e’)—e"=0& f(z)=2(1+€)—e* =0

f est une fonction continue sur R car les polynomes et la fonction exponentielle sont continues et on a :
f(0)=—e"=—let f(1)=1= f(0) x f(1) <0

D’autre part,
T) = +e7)+zer —e" =1+e" +xe” —e” =1+ xe” > 0pourx € |0,

La fonction f est croissante sur [0, 1]. On en déduit, avec le théoréme des valeurs intermédiaires, que 1’equation

f(z) = 0 et par conséquent (E) admet une solution unique s dans I’intervalle [0, 1].

2. 0na:

x x

1+ex@g(m):xcarlJrez;éOavecg(x): c

E)sz(l+e')=e" o=
(E)sz(l+e")=e x o
Donc, un schéma point fixe peut étre donné par :

xo € [0, 1] par exemple zg = 1

{ g1 = 9(T) = T
2

3. Ona:
e’(1+e”) —e*(e”) er

g'(x) = (14 ev)2 - (1+e7)? >0
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g//(x) _ e (1+ e$)2 —2e*(1+4e%)e” _ e* (1 + %) — 2e*(e%) _ (1 4 % — 2¢?) _ (1 — e")
(1+e)° (1+ e (reP (rep -
car e > €¥ = 1 sur [0, 1]. On en déduit que ¢’ est décroissante sur [0, 1] et :
1
g (@) < sup |¢'(2)] =g'(0) =
z€[0,1]

D’apres le théoreme des accroissements finis, la fonction g est contractante de coefficient k = i.
D’autres part, g est continue car e” est continue et 1 + e* # 0.

Finalement, ¢’(x) > 0 et g croissante, donc :

el e!
((0,1]) = [9(0),9(1)] = 5, 7] € [0, 1 car - <1

On en déduit que les conditions de convergence sont vérifiés et que le schéma converge vers le point fixe tel que

g(s) = set s estlasolution de (F).

4. La méthode de Newton est donnée par :

Li+1 = Tk — ]‘cf/(éi))
To € [0, 1]

Ona:
flx)=x+ze® =" = fllz) =1+ +ze" — " =1+ axe" = f(2) =" + 2" >0

On prenant en considération les conditions de convergence de la méthode de Newton on peut choisir zg = 1 ou

généralement x( plus proche de 1 avec f(z) > 0.
Exercice 3 : La méthode de Gauss-Legendre utilise les polyndmes de Legendre définis par :
(n+1)Lpti(x) = 2n+ 1)zLly(z) — nLp—1(z), avec Lo = letL; ==

Les points d’intégration :

1 —/3 1 3
(xi)i=0,...2—1, racines du polynéme de Legendre L avec xg = — 3= ?\’[ etxry = 3= \3[
Les poids (w;)i=0,....2—1 sont aussi donnés par :
2 1
wo =
(1 — 28)(Lh(20))?
2 1
w1 =
(1 —27)(Lh(21))?
Donc : \[ 3
—V3 3
I(f) ~ wof(zo) +wif(x1) =~ f(T) + f(?)
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CHAPITRE 2
Exercice 4 : X
flz) = 2 etx; = —2,—-1,0,1,2
Ona:
Lo(z) = (x+1)(x = 0)(xz —1)(z —2) _ (2 — 1)(2? — 22)
0 (—2+1)(=2-0)(—2—1)(—2—2) 24
L) = B0 -Da=2) __ (-9 )
! (—1+2)(=1—-0)(-1—1)(-1—2) —6
Lo(x) = (x+2)(z+1)(xz—1)(z—2) _ (22 — 4)(2% - 1)
2 0+2)(0+1)(0—1)(0—2) 4
L) = &+ D@+ DE@-0@=2) _ (-4 +2)
3 (1+2)(1+1)(1-0)(1-2) —6
Lalx) = (x+2)(x+1)(x —0)(x—1) _ (22 — 1)(2? + 2z)
4 2+2)2+1)(2-0)2-1) 24
Donc : o
Pi(w) = 3 F)Li(e) = £Lo(a) + 5 Ta(w) + 1La(a) + 3 Lale) + £ La(a)
=0
D’autre part, on a :
|E(z)| = |f(z) — Pa(z)| = \(51>!7r5(w) J(©)] = !@(w +2)(z + 1)(z — 0)(z — 1) (2 — 2) fO (&)
B(@)| = |52 — 1)(@? - )|fO ()] < Myl 2-a(a? — 1)(a? - 4)] = ~Jo(a? - 1)(a* - 4)
120 6

120
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE 2015—— Indications—— 2016 - 2017

Exercicel: 1. Ona:
f@)=2*—a= f(z) =22

Le schéma numérique de la méthode de Newton est donné par :

_ flan) _ Ti—a _ zita
Tpy1 = T — Flzy) Tk = 2z, = 2
o donnée
2. 0na:
2 2 2 2 2 2
TE+ a T5+a TE+a—2cxyg xf+ ¢t — 2cxg Tog—cC
$1:076t0<33‘0<02>1‘1—02 9 —e=20 =0 :( ) >0
2.%0 2.7}0 2%‘0 2$0 2.%'0

Donc : z1 > c.

3. Par récurrence, avec la condition initiale CL'(Q) > a, en supposant que x% >qona:

9 (xz —|—a)2 z3 + 2axy, + a? z? + 2axy, + a® —daxi  (zp —a)? >0
T —a=(—)"—-a=—"—F5———a= =
k+1 2x; 41’% 4x% 4:1:%
Donc :
22 > a pour tout n € N
4. Distinguons deux cas : xg > cet xg < c (si g = c aucun calcul a faire!).
ler cas :
To > Cc= :E(2) > =a= $% >a=c? pour tout n € N d’apres [3.]
2
Vérifions par récurrence que x,, > 0 pour toutn € N: Onaxg > ¢ > 0etsiz, > 0alors 2,11 = % > 0.
Alors,on a:
2 +a 22 +a—222 a—a2
Tptl — Tp = — T, = = <0

Donc, si zg > c alors (z,),, est décroissante.
2eme cas : Si xg < c alors, d’apres [2.], 1 > 0 et en retrouve le ler cas en considérant z; comme le premier
terme de la suite. Donc, la suite (z,,), est décroissante et comme elle est minorée par ¢ ( x% >aetx, >0

impliquent que x,, > \/a = c)on en déduit qu’elle est convergente.

5. La suite (z,,), est convergente, on pose I = lim, 4 2, et comme f et f’ sont deux fonctions continues
(polyndémes), on en déduit :

l2
= +a:lzzaetcommel: lim z,>Va=c=l=+va=c
21 n—+4o00

l
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6. Soit :
g(z)=f(z) tz=2"+z—a

Ona:
g(2) —g(1)|=4+2—a—(1+1—a)=4>|2—-1|

On en déduit que g n’est pas contractante et la méthode point fixe n’est pas applicable dans ce cas.

Exercice2: 1)Ona:
1 . L 1
le0,mletl=1— 1 cos(l) = 1 est solution de I’équation f(z) = O sur [0, 7] avec f(z) =2z — 1+ 1 cos(z)

f est continue sur [0, 7] car cos est continue et on a :

1 -3 1 5
f(0) = —1—&—1005(0) =7 < Oet f(m) :7r—1+zcos(7r) =T 1.89 >0
Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f(x) = 0 admet au moins une solution et [ existe.

D’autre part,

Ao

fl(x)=1- %sin(m) or —1<sin(z) <1= Z < fl(z) <

D’ou f est croissante et [ est unique.
[ est I'unique solution de f(x) = 0 dans [0, 7|, f est continue et croissante, nous pouvons donc utiliser la méthode

de dichotomie.

k 0 1 2 3
[ak7 bk] [O’ 7'['] [07 g] [%7 %] [ga 3%]
lk 3 I & %
Car:
f(g):g—1:0.57>0etf(())xf(g)<0
T T 1 V2 2r—8++2 T
3 3 1 3
f(g) - g —1+7 Cos(g) ~ 0.42 et f(%) X f(%) <0

Apres trois itérations (k = 1,2, 3) I’approximation est ?—g

L’erreur maximale est :

Utilisation de la formule du cours :

2)
2.1. Exemples de construction graphique :
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12
g(x0)
1
g(x1)
06 |
04
oz
]
o4 -0.2 o 0.2 c4 ()] os  |X2 |1 1.2 1.4 18 18 2
K1 X0
0.2
1
g(x1)
glxo \
0.6 \
|
0.4
0.z
o]
-0.4 -0.2 o] oz c.4 oG 0.4 1 1.2 14
X0 K11X2
-0.2

En se basant sur les deux représentations (zo plus proche de 0 et plus proche de ) nous pouvons remarquer

que les zj, s’approchent de [ ¢’est a dire qu’il y a une possibilité de convergence (a vérifier d’une maniére rigoureuse).

22.0na:

=~ =

1 1
glx)=1- Zcos(ac) =4(x) = Zsin(w) >0carx € [0,7] = 0 <sin(z) < letl|d(z)| <

Donc, en utilisant le théoreme des accroissements finis, g est contractante de rapport i.

x 0 m
g () +
5
4
g(x) v
3
4

g est continue et contractante avec
35
g([ovﬂ-]) - [Z? Z] C [077T]

Donc le schéma point fixe convergence, pour tout zy € [0, 7], vers la solution [ de I’équation = = g(z).
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2.3. g est contractante de rapport % on a, par récurrence,

1 1 1
ok =1 = lg(@r-1) = g(D] < Zlaowr = 1] < () lop2 =1 < o < ()"0 — 1]
Comme z et [ sans dans [0, 7] ona: |xg — I| < 7 et on en déduit :
1
o — 1] < (3t

Pour une une approximation a 10~3, il suffit de considérer k tel que :

1 1 103 — (12
W(Z)k <1073 = kln(=) < ln(o—) =k > m )

—— T - ~58
4 T ~—  In(4)

Au minimum 6 itérations sont nécessaires pour obtenir la précision demandée.
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(Sradl €OUI e 2nls
Université Abdelmalels Essaadi
SMP3 - M20 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE
CONTROLE CONTINU JANVIER2016 DUREE : 1H30
CORRECTION
EXERCICE 1 (5 POINTS) :
Soient X =10l etY = 61.
1. Donner les écritures binaires de X et de Y ;
On a: (1 pt)
X=101=2x50+1
50=2x25+0
26 =2x12+1
12=2x6+0
6=2x3+0
3=2x1+1
1=2x0+1
Donc :
X = T100101°
et(1 pt)
Y =61=2x30+1
30=2x15+0
15=2x7+1
7T=2x3+1
3=2x1+1
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1=2x0+1

Donc :

Y = 111101°

2. Effectuer les opérations binaires suivantes : X + Y et X x Y.

Somme binaire :(1 pt)

1100101
+ 111101
10100010
Multiplication binaire :(2 pts)
1100101
X 111101
1100101
00 0O0O0OO0OQO
1100101
1100101
1100101
1100101 .
1100000010001

EXERCICE 2 (8 POINTS) :
Utiliser des valeurs approchées a trois chiffres apres la virgule.

On considere 1’équation (F) donnée par :

(E) 2% 4 102 = 20 — 222

1. Ecrire (E) sous forme de f(z) = 0 avec f une fonction a préciser;(0,5 pt)
Ona:

(E) & 2 + 10z = 20 — 22° & 2 + 222 + 102 — 20 = 0 & f(z) = O avec f(x) = 2® + 222 + 10z — 20

2. Vérifier que (E) admet une solution unique dans I’intervalle [1, 2];

(1,5 pts) Utilisation du théoreme des valeurs intermédiaires, f est continue sur R (Polyndme) et on a :
f)=1342x124+10x1-20=—Tet f(2) =22 +2x 22 +10x 2 —20 = 16
Donc, I’équation f(z) admet au moins une solution dans I’intervalle [1, 2]. D’autre part :

fl(z) =32 +42+10>0car A =16 — 120 = —104 < 0

On en déduit que f est croissante sur I’intervalle [1, 2] et par conséquent, I’équation f(x) admet au seule solution

7 dans cet intervalle.
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3. Utiliser la méthode de Dichotomie pour donner trois valeurs approchées (xq, 21 et 2:2) de la solution de (E). En
déduire I’erreur commise en considérant x3 (comme solution approchée);(2,5 pt)

f(x) admet au seule solution dans I’intervalle [1, 2] :

Ona:
1+2 .

To= 5 = 1,5et f(1,5) = 2,875 avec f(1) x f(1,5) < 0 = la solution est dans [1; 1, 5]
et:

1+1,5 :

T=—p = 1,25et f(1,25) = —2,422 avec f(1,25) x f(1,5) < 0= lasolution est dans [1,25; 1, 5]
ensuite :
1,25+1,5 .

Tp=——p—— = 1,375 et f(1,375) = 0,130 avec f(1,25)x f(1,375) < 0 = la solution est dans [1, 25; 1, 37,

La valeur exacte T et valeur approchée 3 sont dans I’intervalle [1, 25; 1, 375] donc
|T — 23] < 1,375 —1,25 =0,125

On peut aussi utiliser la formule du cours

_ b—a _ 2—-1 1

4. On considere le schéma itératif suivant :
Tn4+1 = mﬁ_ﬁ% n:0,1,2
xo € [1,2]

a. Vérifier qu’on peut utiliser ce schéma pour trouver une valeur approchée de la solution de (E) ;(1 pt)

La méthode s’écrit :

{ ZTp+1 = g(zy) avec g(x) = % n=0,1,2..

T € [1, 2]

Il s’agit d’une méthode de point fixe de fonction g et on a (remarquons que =2 + 2z + 10 > 0) :

20

m:$<:>20:x3+2x2+10x®x3+2x2+10x—20:0<:>f(:r):0@(E)

glx) =z <

Autre méthode :

20
E)e 2 +2:2 + 100 =20 2(2* +22+10) =20 0= 4 =
(E) & 2%+ 20" + 10z #(2”+ 20 +10) T= o0 YW
b. Etudier la convergence de cette méthode, (on donne SUP,e[1,2] |%\ < %);
On a :(1,5 pts)
20 , 2z + 2 —40(z + 1)
— _ = =20 = <0 € 1,2
9@ = e y10 9@ 121102 @@ 2wt i0p < opouwre el
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g est décroissante et on a :

20

9(1) ==

20 _ 1,111
13

=1,538etg(2) = o

On en déduit que
9([1,2]) c [1,2]
D’autre part, d’apres le théoréme de Accroissements finis (la fonction g est continue derivable), on a :
pour tous z,y € [1,2], il existe ¢ €]1,2[ tel que [g(z)—g(y)| = |g'(c)||z—y| < e, |9 () [|z—y| < %Ix—:
z€ll,

On en déduit que g est contractante.

On conclusion, g vérifie les conditions de convergence et par conséquent la méthode de point fixe converge
vers la solution de (F).

c. Pour g = 1, calculer x1, x5 et x3;(1 pt)

Ona: 20
x0:1:>:v1:g(1):ﬁ:1,538
20 20 338
1= —=1,038 = 29 = g(x1) = = =1,2950ux2 = g(1,538) = 1,295
1= 13 2 = g(z1) (%)2+2%+10 261 2=g( )
338 338 20 136242
X9 261 T3 9(261) (%)2+2%+10 97139 ou T3 g( )

EXERCICE 3 (7 POINTS) :

Soit f une fonction donnée par le tableau de valeurs suivant :

i |-1|0|1]2]4
fla) |3 ]1]3]15]093

1. Déterminer le polyndme d’interpolation de f basé sur les trois points —1, 0 et 1;(2 pts)

Les polyndmes caractéristiques de Lagrange sont donnés par :

(= 0)(x—1)  z(z-1)
1C el o T

(4 D)(z-1) a?-1
W@ =03 no-n ~ = =1-ga"
bo(z) = (x+1)(x—0) ::c(a:+1)

2 (1+1)(1-0) 2

Le polynéme d’interpolation de f est donné par :

1=2

Py(x) =Y fla)li(z) = flxo)lo(x) + f(z)h(x) + fla2)la(x) = 37—

1=0

Py(z) = 22% + 1
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2. Donner une valeur approchée de f( —%) Peut-on utiliser la question 1. pour calculer une valeur approchée de
F(3) 2 py

P, estle polyndme d’interpolation de f, il constitue une approximation f sur I'intervalle [—1, 1] (f(z) ~ Py(x)):

Fl=3) ~ Pa(—3) =2—5) +1=2

On ne peut pas utiliser P, pour calculer une valeur approchée f (%) car % n’appartient pas a [—1, 1].
3. Peut-on améliorer la précision du polyndme d’interpolation de f? Si oui, décrire la méthode (sans faire les
calculs);(1 pt)
La réponse est oui, en suivant les étapes :
- Déterminer le polynéme de Tchebychev T3
- Déterminer les trois racines de Tchebychev (de T3)

- Déterminer le polyndme d’interpolation sur la base des racines de Tchebychev.

4. En supposant que f est continue sur [—1,4], utiliser la méthode de Newton-cotes (n = 2) pour calculer une
valeur approchée de :(2 pts)

I = /_ 11 F(2)dz

Déterminons les poids :

-1 -1 —1 6

1 /1 1! 1 3 4

- = =- | 1-2%de=-fz— ]t ==

w1 2/_1l1(1’)d:17 2/_1 z dz 2[3’3 3]—1 6
I 1 [t z(z+1) L, 12?22, 1
w2—2/_llz(x)da:—2/_12d93—4/_1(93 +ff)d$—1[§+?]—1—g

Donc :
1
I :/_lf(fl?)dxz (1= (=1)) (wof(—=1) + w1 f(0) + waf(1)) =2 <1 w34 dy 1+1 y 3> _ 10

5. En utilisant la méme méthode, déduire une valeur approchée de :(1 pt)

4
I, = / f(x)dx
0
On utilisant la formule du cours et en remarquons que les poids sont les mémes sur [—1, 1] et [0,4], on a :

4
I —/0 f(z)dz = (4 —0) (wo f(0) + w1 f(2) +waf(4)) =4 (é X 1+% X 15+é X 93> = ?
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Solution du Rattrapage
Analyse numérique
Smp-S3 (Octobre 2016)

Ex-1: (4p) Onaa=1,b=2et n=10.

Le pas de discrétisation h = b*Ta = 21;01 =0,1

JiVade = [ Vado+ [ Vade + .+ [ Vade + [ Vada

On applique la formule des rectangles sur chaque sous intervalle, on obtient

JEvEde =h (VI+ VT4 .+ I8+ y1,9) ~ 1,1981 ~ 1 (= 10 x 0, 1).

Ex-2: (5)
Convertissons tout d’abord 34 en binaire.
Cela donne
34=2174+0
17=28+1
8=24+0
4=2240
2=214+0
1=20+1
On a donc (34)10 = (100010)5.
Convertissons maintenant 27 en binaire. On a
27=213+1
13=26+1
6=234+0
2=21+1
1=20+1
et (27)10 = (11011)2
On effectue maintenant addition de (100010)5 et (11011),.

L’addition en binaire fonctionne de la maniére suivante

+ 0 1
0o 0 1
1 1 10
D’ott 'opération suivante
100010
+ _11011
= 111101

On a (100010)2 + (11011)5 = (111101)s.
- Or (34)10 + (27)10 = (61)10,
vérifions si (61)10 = (111101)2.

2x0+1=1
2x14+1=3
2x34+1=7



10.

2xT7+1=15

2x154+0=30

2x30+1=061

On a bien (61)19 = (111101)2,

le résultat obtenu en binaire est bien conforme au résultat obtenu en base

Ex-3: (7p)
1) L’algorithme de la méthode de Newton pour f

Tp4l = Tp — f/ (l‘ )
n

2

or pour f(z) =xz*—a,on a f' (z) = 2z, donc, pour zg € IR,

T+l — Tp —

I I
M\§ N =
/
~/~ B
= 3
+ +
Lle Fle
N~ ~—

2) Soit z¢ € ]0,¢][, on a

1 4 a
—c = = - _¢
T C 2.%‘0 2.’E0
= i (332 +a 2xoc)
21’0 0
L (wo— ¢~ 0
= —(xo—c
21’0 0
3) Soit maintenant 2 > a, on a
Tpy1 —C = % (xi +a— 2xnc)
1 2
= —(xn— = 0.
S (z ¢)

car z, >~ 0, Vn (par récurrence)

d’oll xp41 >~ ¢, Vn
conclusion: x2 = a , Vn car ¢? = a.
4) - Montrons que la suite (z,),, est décroissante,



On a

T a
Tnt+1l = 5 (1 + :EQ)

ler cas: Si zg = ¢, alors 23 = a et 22 = a (d’apres 3))
donc,

14— <2

T, a
Tptl = ? + :1;72 < Tp

n

d’ou,

= (xn),, est décroissante.
2¢éme cas: Sixzg < ¢, alors £1 > ¢ et donc on reviend au condition du premier
cas ...
d’ou le résultat.
- Montrons maintenant que x,, est Convérgente.
Onaz?=a,VnelIN*
donc x,, = c,Vn € IN*

d’ou la suite est minorée par c.

De plus on a (x,), décroissante, en déduit que

(@n),, est Convérgente.

5) On a (x,,),, est Convérgente donc (z,), admet une limite.

Soit donc
= nEI-ir-loo (.’L’n)
On a 1
Pt~ L= 5 (20— 1) +a— 7]

On tendant n vers I'infini, on obtiend

a—1>=0

conclusion: [ = lim,, o (z,) = Va =c.

Ex-4: (4p) On a y/(t) = y(t) +t = f(t,y) avec y(0) =1

L’intervalle d’intégration est [0,1]. Remarquons tout d’abord que f étant
continue et lipschitzienne par rapport & y le probléme de Cauchy admet une
solution unique.

Méthode d’Euler Elle s’écrit :

Yn+1 = Yn + hf(tna yn) =Yn + h(tn + yn) = (1 + h)yn + hty,

Onaaussiy(O):yozl,h:%:o,l, to=0et t, =to +nh=15.

D’ou l'approximation en ¢ de y(t), est

y (1) = y10 = 3, 1874.
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE ———jeudi 16 février 201 7—— 2016 - 2017
Exercice 1 (7 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par :

flz) =2 4+222 -1

On s’interesse a 1’étude des racines de I’équation f(x) = 0. (Les valeurs approchées sont a présenter par défaut avec
trois chiffres apres la virgule).

1. Montrer que ’équation f(xz) = 0 admet une et une seule racine r dans [0,1]; f est un polyndme continu,
f(0)=—1et f(1) =2alors f(0).f(1) < 0et’équation f(z) = 0 admet au moins une racine dans [0, 1].
D’autre part, f'(z) = 4z(22+1) > O sur [0, 1] donc f est croissante et 1’équation admet une et une seule solution
r € [0,1].

2. Montrer en utilisant la méthode de dichotomie et en partant de [a, b] = [0, 1], que r €]0.5,0.75[;
ref0,1]ag ="t =0,5¢et f(z0) = f(0,5) = —0,44 ona f(0).£(0,5) > 0 donc r €]0, 5; 1]

r €]0,5;1[z1 = % =0,75 f(0,75) = 0.44 ona f(0,5).f(0,75) < 0 donc r €]0,5;0, 75][.

3. On souhaite maintenant affiner I’approximation en utilisant la méthode de Newton sur ]0.5,0.75[. La suite de
Newton est notée x,,. Faut-il choisir xo = 0.5 ou 2y = 0.75 ? Expliquer votre choix;

Ona f(r) = 4x(x® + 1) > 0sur]0.5,0.75[ et f”(z) = 122 + 4 > 0 sur ]0.5,0.75[ et £(0,5) = —0,44 < 0
alors que f(0,75) = 0.44 > 0 pour que la méthode converge il faut choisir xq tel que f(xz() est de méme signe
que f”(x) donc : xg = 0, 75.

xo étant choisi, calculer les deux premieres valeurs x; et xs;

o ~ flme) _xi—l—Q:L'i—l_4mi+4xi—(wﬁ+2xi—1)_3:13%—1—296%4—1
k+1 = Tk 7 = Tk 3 - 3 - 3
(k) 4y + dxy, 4y + dxy, dxy + 4y,
4 2
- 3330—;2330%-1 0,66
dxg + 4z
3t + 222 +1
Ty = xl—g—xl—i_ = 0,64
41’1 + 4xq

4. On souhaite maintenant appliquer la méthode de la sécante de Lagrange dont la suite est notée Z,. Choisir
convenablement les points de départ Ty et Z; et calculer, en suite, les deux valeurs suivantes To et T3 ;
D’apres la question 2) on a : r €]0.5,0.75[ on peut choisir Ty = 0,5 et 7 = 0,75

Ona:
ag f(bg) — br.f(ax)

)~ T
Ty f(71) — 71 f(To)
f(@1) = f(7o)
On a f(x2) = —0,066 avec f(zo)f(x2) > 0 donc la solution est dans [z2, x1] et :
7, = 22f (@) —T1 /(@)

f(@1) = f(72)

avecag =To=0,5etbg =71 =0,75

Ty = = 0,625

=0, 641
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5. Quel est le rang de I’erreur commise en considérant T3 comme valeur approchée de r ?
Ona:
|T3 — T2| = [0,641 — 0,625| = 0,016 < 0,1 =10"!

Donc la précision est 2 10~ pres.

Exercice 2 (7 POINTS) : L’objectif de cet exercice est 1’étude de la méthode de Newton-cotes (n = 3) pour calculer

une valeur approchée de f; f(t)dt; ( dite aussi méthode de Simpson %).

1. Expliquer pourquoi, sur Iintervalle [—1, 1], il faut choisir les points —1, %1 % 1;
Ona:h:#:%560:—1,:61:—1—1—%:%1,:52:—1-1-2%:%&1»3:_14_3%:1,
2. Recopier et compléter le tableau suivant (en explicitant les calculs) :
i 0 1 2 3
7 ~1 3 i 1
Li(z) | 1892 = 1)(z = 1) | Li(z) | 322> —=1)(Bz+1) | Ls(x)
o fw-3] w-f |
Avec : ) )
(z+ 1D+ 3)(x—3) 2
Li(z) = =—Br—-1)(z" -1
1(®) A+1)(1+H -1 6 ) )
(@ +1)(z—3)(@—1) 2
L3(x) = — — — =—(z+1)(92° - 1)
GF+DGE -G -1 16
1! 9 ! 3
wy = 2/_1L1(ac)dx— ?)2/_1(31'3—31'—.%'2+1)d$= 3
1 [ -9 ! 3
wy = 2/_1 Li(z)dz = £ _1(3x3 +2? =3z — 1)dx = 3
3. Utiliser la méthode de Newton-cotes (n = 3) pour approcher fil f(t)dt;
1 n=3
/ f)dt = (1 —(-1)) Zwif(l‘i) = 2(wo f(z0) +wif(z1) + w2 f(z2) +wsf(z3))
-1 n=0

— Q(éf(—l) + gf(%l) + gf(é) + éf(l))

4. Peut-on améliorer la précision de cette méthode en utilisant le méme nombre de points? si oui décrire la
méthode sans faire les calculs;
Nous pouvons utiliser I’'une des deux méthodes :
1) On détermine le polyndome de Tchebychev Ty puis ses racines xg,...,x3 puis le polyndme P; d’interpolation
de f par rapport aux z; et finalement on calcule | _11 Ps(x)dx comme valeur approchée de | _11 f(x)dx
2) On utilise la méthode de Gauss-Legendre.
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5. Donner une valeur approchée de I’intégrale ff f(t)dt en utilisant la méthode de Simpson %.

Ona:h = IFTQ,ZL'Q =a,r1=a+h= Qajb,xg =a+2h = %Qbetxg = a + 3h = b comme les poids w; ne
dépendent pas de I’intervalle choisi, on en déduit :

1

b
[ = 0-0) |§10@) + 2t + 35 + 310

Exercice 3 (6 POINTS) : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par :

1. On suppose que (PC') admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);

Par séparation des variables, nous avons :

d d
y = —10y = d—gz =—-10y = Y= _10dt = In(|y|) = =10t + ¢ = |y| = e 1%
Y

et comme y(0) = yo = ke alors, la solution du (PC) est :

y(t) = yoe "

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, on pose ¢, = nh pour n € N (en particulier £y = 0) et y,, une approximation
de y(ty). Par la suite, nous présentons la méthode dite de Cranck-Nicolson :
En intégrant I’équation différentielle entre t,, et ¢,4+1 puis en utilisant la méthode du trapeze pour calculer

f;”“ y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,,+1 a partir de y,, ; En intégrant 1’équation, nous avons :

tnt1 tnt1 tnt1
[ i =10 [ (ot = gt~ o) = -10 [ oy
tn tn tn

En appliquant la méthode du trapeze pour approcher I’intégrale su deuxieme membre, nous obtenons :

)y(tn—l-l) + y(tn>) _ _10(hy(tn+1) + y(tn) )

5 5 = —5h(y(tns1) + y(tn))

y(thrl) - y(tn) = _10((tn+1 —tn

Finalement, en utilisant I’approximation y(¢;) ~ y; on déduit :

1—5h

Yn+1 — Yn = _5h(yn+1 + yn) = (1 + 5h)yn+1 = (1 - 5h)yn = Yn+l = 1+ 5hyn

3. Montrer que la suite (y,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison r (en fonction de h). Puis,

Montrer qu’elle vérifie || < 1 pour touth > 0;On a:

1—5h
Yn+1 = myn =TYn
si h # % alors r # 0 et la suite (yy, ), est géométrique de raison r = %

En plus, h étant positif,

|1 — 5h|

1—5h| < [1]+| =5kl = 1 +5h = |1+ 5h| = |r| =
| | <[+ ]=5n =1+ L8R = Il = =
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4. Sous quelle condition sur h > 0 le schéma génere-t-il une suite positive ? Donner, alors, 1’expression de y,, en

fonction de n.

r_1—5h
~ 1+4+5h

En utilisant les propri€t€s des suites géométriques et en supposant 1 < = ona:

>0=>1-5A>0=h<

| =

1—5h
1+5h

)71

Yn = Yor" = yo(

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Sl eOUl e anls
RATTRAPAGE ————jeudi 16 mars 2017—— 2016 - 2017
Exercice 1 (8 POINTS) :

On souhaite trouver une valeur approchée de la racine de 1I’équation :

(E) S

On définit la fonction f sur R par: f(z) =z —e™*

1. Montrer que r est solution de (E) si et seulement si f(r) = 0;
D’abord remarquons que 1’équation n’est pas définie pour x = 0 donc r # 0.
r# Oestsolutionde (E) < - =0&e " =r& f(r)=0

2. Montrer, en étudiant la fonction f, que I’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution dans R et que cette

solution se trouve dans I’intervalle ]0,1[; On a : f(x) = = — e~ est une fonction continue et croissante car

fflx)=14e*>0.0nalim, , o = —ocetlim;, - =+00
fi(z) —oo +00
+00

f(z) —o0

Donc I’équation admet une seule solution dans R. D’autre part, on :
f(O)=—-1 et f(l)=1—e<0

Donc la solution r est localisée dans I’intervalle [0, 1].
3. En utilisant la méthode de Dichotomie, localiser r dans un intervalle d’amplitude 0.25 (on donne e~ ~ (.61
ete 07 ~ 0.47);
ap=0,bp = 1,29 =0,5et f(x9) = 0,5 — e %> < 0care "° > 0,50na f(ag)f(zo) >0
Donc la solution 7 est dans ’intervalle [0, 5; 1] (d’amplitude 0, 5)
a; =0,5,b1 =1, 21 = 0’52—“ =0,75¢et f(0,75) = 0,75 — e 0™ > 0 care "™ < 0,75 0na f(a1)f(z1) <0

Donc la solution r est dans I’intervalle [0, 5; 0, 75] qui d’amplitude 0, 25 (I’algorithme se termine).

4. Montrer que f est concave sur [0, 1] et en déduire le schéma de Newton permettant I’approximation de 7 solution
de f(z) = 0 (choisir z( et donner I’expression de xj1 en fonction de x);
Ona:
() =—-e"<0

La fonction f est concave et commencant par vérifier les autres conditions de convergence de la méthode de

Newton : f/(x) > 0, la fonction est continue et de classe C*>°. Nous devons choisir z¢ tel que f(z() est de
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méme signe que f”(z) or f(0,5) < 0, il suffit de choisir xg = 0, 5 pour que la méthode de Newton converge et

ona:

xk-‘rl =Tk — f/(mk) =Tk — 1+e— %k - 1+e %k
o = O, )

5. (zy,) estla suite de Newton définie précédemment, calculer x1, x5 et x3; quel est le rang de I’erreur commise en

{ f(zk) zp—e®k _ (It+zp)e” "k

considérant z3 comme valeur approchée de r ?

20 =0,5 1 = 0,566311 z2 = 0,5671431 z3 = 0,5671432

Utilisant I'incrément : |23 — x| = 0,0000001 est I’erreur est d’ordre 1076
Utilisant le résidu : | f(z3)| = 0,000000000000004 est I’ordre est 10~ 1°
6. Peut-on utiliser la méthode du point fixe pour trouver une valeur approchée de r ?
La méthode de Newton est elle méme une méthode point fixe ! la réponse est oui !
Attention a la réponse : x = e~ %, Il faut d’abord vérifier que e~ est contractante...
Exercice 2 (7 POINTS) :
Soit f une fonction de classe C'* définie sur [—1,2] et P»(.) le polyndome de Lagrange qui interpole f aux trois
points 0, 1 et 2.
1. Expliciter le polyndme P»(.) puis donner une approximation de f(1) en fonction de f(0), f(1) et f(2). Peut-on

exprimer de la méme maniere f(—1)?

Py(z) = f(0)Lo(z) + f(1)L1(z) + f(2)La(x)
1 1

F5)~B(3)

f(—%) non, car _71 ¢ [0,2]

2. Enintégrant P,(.), donner une méthode de quadrature pour approcher I’intégrale f02 f(x)dx, expliquer pourquoi
cette quadrature est exactement la méthode de Simpson;
Trois points équidistants donc Newton-cotes n = 2 ou Simpson

3. Dans le but d’améliorer la quadrature précédente, on souhaite utiliser 5 points au lieu de 3. Préciser les 5
points en justifiant chaque choix;

2-0
)
4. Sans refaire les calculs d’interpolation, donner une nouvelle quadrature pour approcher f02 f(x)dx en appli-

:ci:0+i(

quant la méthode de Simpson sur les intervalles [0, 1] et [1, 2];
Appliquer la méthode de Simpson sur chaque intervalle et additionner !

5. On suppose que f(—1) = 1, f(0) = 1, f(1) = 2 et f(2) = 3. Soit P3(.) le polyndme d’interpolation de
f surles 4 points —1, 0, 1 et 2. Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que : P3(z) — Py(z) = Az(x—1)(z—2).

Exercice 3 (5 POINTS) : Soit (PC) le probleme de Cauchy donné par (avec ¢ > 0) :

(PC){ Y (t) — zy(t) = 0
y(0) = yo

FACULTE DES SCIENCES DE TETOUAN BoucHAIB FERRAHI 2022-2023



CHAPITRE 2 ANNALES DES EXAMENS - SOLUTIONS 60

1. On suppose que (PC) admet une solution unique. Calculer cette solution (exacte);
Séparation des variables

2. Soit A > 0 un pas de temps donné, on pose ¢, = nh pour n € N (en particulier ¢y = 0) et y,, une approximation
de y(tn).
En intégrant 1’équation différentielle entre ¢, et ¢,41 puis en utilisant la méthode du rectangle a droite pour

¢
calculer ft K J:
n

e y(t)dt donner le schéma permettant de calculer y,, 1 a partir de y,, ;

h

T G+ 122 Vet = o

y(tn-i-l) - y(tn) )Qth(tTl+1) = (1 -

T 1+ (n+l

3. On prend h = 0.5 calculer y;, y2 et y3.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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1®( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

e ——

Gl eOUl s s
Goiversite Abetmalet Essaadi

CONTROLE ————mercredi 10 janvier 2018——2017 - 2018—
Présenter les valeurs approchées avec 4 chiffres apres la virgule (par défaut).

Exercice 1 (8.5 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2° + x — 1
1. Montrer que la fonction f admet un zéro unique, noté r, dans [0, 1];
La fonction f est continue sur [0, 1] (polynéme) et on a f(0) = —1 et f(1) = 1 donc d’aprés le théoreme des
valeurs intermédiaires, il existe 7 € [0,1] tel que f(r) = 0. L'unicité provient du fait que f est strictement
monotone, car f'(z) = 322 +1 > 0.
2. Sans vérifier les conditions de convergence, écrire la suite récurrente (z,,),, obtenue en utilisant la méthode

de Newton pour approcher . En prenant xy = 1 calculer x; et z9 et x3. Que peut-on constater ?

{ Bnil =0 = 7

zo donné
Ona:
f(zn) w34z, -1 223 +1
Tn+l = Tn — = Tp — B = B
I (xp) 322 + 1 3xz + 1

Sixzg = 1alors x; = 0,75, x9 = 0,6860, z3 = 0.6823.
On remarque que la différence entre 5 et 3 est de I’ordre 10~2 ou qu’elles sont identiques 4 deux chiffres apres
la virgule.
3. Appliquer en trois itérations, sur I’intervalle [0, 1], la méthode de dichotomie et comparer la derniere valeur
obtenue avec z3;
ag=0,bp =1,7T9 = 0.5, f(Tp) = —0.375
ap =0,5,b =1,7, = 0.75, f(z1) = 0,1718
ag = 0,5, by = 0.75, T9 = 0.625, f(T2) = —0,1308
az = 0,625, bg = 0.75, 73 = 0.6875
On remarque que la différence entre 3 et T3 est de I’ordre 10~2 ou qu’elles sont identiques 4 deux chiffres apres
la virgule.

4. Déterminer le nombre d’itérations 4 exécuter pour obtenir une valeur approchée de r 2 107> prés;

Lerreur est majorée par : M, = %, il suffit de considérer la plus petite valeur de n tel que :
1-0
o < 107° =27 <1070 = e nin2 < =5100) o 1y 2 > 51n(10)
51n(10)
> ~ 16,6
~ In2 '

11 suffit d’exécuter 17 itérations.

5. Par la suite, on se propose de démontrer que la suite (x,,),, définie dans [2.] converge vers 7 :
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a. Etudier sur [0, +-00] les variations de la fonction / définie par : h(x) = 22% — 3r2? 4+ 1 — r et déduire son
signe;
On a: h/(x) = 62 — 6rz = 6x(z — r) de méme signe que (x — r) donc h est décroissante sur [0, 7]
et croissante sur [r, +oo[ et par conséquent, elle admet, au point r, une valeur minimale égale a h(r) =
2r3 —3r3 +1—r=—r3—r+1=—f(r) = 0etdonc h(x) > 0 sur [0, +o0l.

b. On suppose que xg € [0, 1]. Montrer par recurrence que z,, € [r, 1] pour tout n > 1; Premier terme :

Ona:
273 + 1 203 +1— (3z3+1)  a3(2z0 — 3)
ry — 1 = B} —1= 2 == B} SO
3z + 1 35+ 1 323 +1
223 + 1 203 +1—7r(323 +1) 223 —3ral —r+1 h(zp)
T1 =T =3"9 -r= 2 = 2 =32 >0
3rg + 1 x5+ 1 x5+ 1 x5+ 1

Donc la propriété est vérifiée pour n = 1.

Supposons qu’elle est vérifiée pour n et démontrons qu’elle reste vraie pour n+1. On z,, € [r,1] C [0, 1]

et:
223 41 223 +1— (322 +1)  22(2x, —3)
Tny1 — 1 =575 T 2 - 2 <0
3zz +1 3x2 +1 3y +1
223 + 1 223 +1—r(322 +1) 223 —3r22 —r+1  h(x,)
Intl =7 = 575 -r= 2 = 2 =352 =0
drs +1 3x;, +1 drs +1 3rs +1
Donc, par recurrence, x,, € [r, 1] pour tout n > 1.
c. Montrer que la suite (x,,),, est décroissante et conclure.
Onaz, >0et:
it — 1y = 2x§+1 = 2x%—|—12—3x%—a}n _ —x%—xn :_xiz—l—xn <0
3y +1 3ry +1 3ry +1 3x;, +1

Finalement, (z,,), est une suite décroissante minorée par r et par conséquent, elle est convergente (vers r

I’unique zéro de f).

Exercice 2 (5 POINTS) :
y'(t) = —y(t) + e

y(0) = yo
1. Montrer que (Pc) admet une solution unique et résoudre ce probleme (solution exacte); L’équation s’écrit :

y'(t) = —y(t) + et = f(t,y(t)) avec f(t,y) = —y +e'.Ona:

Soit (P¢) le probleme de Cauchy donné par : (Pc¢) {

ft) — fty) = —m+e — (—y+e) =] -y + vl = |y1 — o

f(t,y) est Lipschitizienne par rapport a la deuxiéme variable et le probleme de Cauchy admet une unique solu-
tion.

L’équation sans second membre :

/
Yy _
y'Z*y=>§=*dt=>yEs5M=ke t
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Solution particuliere de I’équation avec second membre (variation de la constante) :
I —t —t t ’o—t t / 2t Lo
Ke ' —kee"=—-ke—t+e' =>kKe'=€e¢=k=c¢ :>k::§e

1 _ 1
Ze2te—t — Tt

yp:2 €
et:
N
yg = ke "+ —e
2
Or:
1 1
y(O):y0:>k+§:yo:>k:yo—§

La solution du (P¢) est donnée par :
1., 1,
ye = (yo—5)e " + 3¢
2. Soit h > 0 un pas de temps donné, ¢,, = nh pour n € N (ainsi ¢ty = 0) et y,, une approximation de y(t,). Par la
suite, on integre 1’équation différentielle entre ¢, et ¢, puis en utilisant la méthode de trapéze pour approcher
I'intégrale sur [t,,, t,+1] du second membre;

Donner le schéma permettant de calculer y,,41 a partir de y,, (en fonction de y,,, n et h).

Ona:

ln1

J(t) = —y(t) - = fty®) = [y (et = / "yt + eyt

tn

On obtient (en utilisant la méthode du trapeze pour le second membre) :

tn1 tnp1 —t h
yltiv) -yt = / (=y(D)+e)dt = %(_y(tnﬂ)‘f'@t"“—y(tn)"‘etn = §(et"+1+€t”—y(tn+1)—y(tn
tn

cette égalité s’écrit (en prenant y(t;) = y; et t; = ih):

h h h h
Yn+1 = Yn = §(€(n+1)h +e™ =y — yn) = (1 + §>Z/n+1 =(1- §)yn + §(€(n+1)h + em)

Donc :

h h h
1+ yng1 = (1= =)y + = (1 4 e
( +2)y 1=0-3)y +2( +e')e

La question demande I’ utilisation de la méthode du trapéze pour le second membre (—y(t) + ef).
La réponse qui utilise la méthode du trapéze juste pour 'intégrale de —y(t) et le calcul de la valeur exacte de
I'intégrale de e’ est aussi acceptée.
Exercice 3 (6.5 POINTS) :
On considere une fonction f définie sur un intervalle [a, b] que ’on suppose assez réguliere. On souhaite calculer
une valeur approchée de [ = fab f(z)dz par la méthode de trapéze composite.
Pour m € N*, on pose h = ”‘Wa etx; = a -+ ih et I(m, f) la valeur approchée de I = ff f(x)dx donnée par la
méthode du trapéze composite (ou la méthode des m trapezes).
I. Casm =1
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a. Donner le polyndme Pj(x) interpolant f en (a, f(a)) et (b, f(b)), formuler I'erreur d’interpolation
ef(x) = |f(x) — Pi(z)| en fonction de a, b, z et f” et donner une majoration de e¢(x) pour = € [a, b];

T —0b T —a

Pi(r) = 2= f(a) + 5

f(b)

Il existe & € [a, ] tel que :

f”(f),
2

Ep(z) = [f(z) — Pi(2)| = [(x — a)(z — b)

b. En intégrant P (z), montrer que I(1, f) = 25(f(a) + f(b));

Ona:
~ b a b b
I:I(l,f):/ Pl(:v)da::j(_)b/ (x—b)d:v—l—bfibl/ (x — a)dx
I~(1,f):2‘2(a) [(x—b)ﬂi—i— 1) [(x—a)Q]Z

—f(a)
2(a —b)

c¢. On donne ff(b —z)(z —a)dx = %, déduire une bonne majoration de E; y = ‘I —I(1, f)‘ .

Ona:
/abf(a;)dx — /ab Py (x)dx / |f(x x)|dx

b b _ \3 _ )3
El,fg/a ]\j(m—a)(b—m)dx—]\;/a (o~ )b~ a)de = o 0= 02 s 1f(2)

2. On suppose maintenant que m > 1 :

f(b) 2_b—a
2

(1, f) = (a=1b)*+ (f(a) + £(b))

(f() Py(z))de

Eif= )I—f(l,f)’ =

Donc :

a. En utilisant le résultat établi en [1.], sur les intervalles [z;, z;41], donner ’expression de I(m, f);

b z1 ZTm m—1 gy
:/a f(x)dx:/xo f(x)der...—l—/xm_l flz)dz = ;/ f(x)da

En remarquant que ;41 —x; = h,ona:

h h m—1
(m f)= (f(fUO)+f(1’1))+-~-+§(f(95m71 =3 flx:) + f(zig1))
z:O
D’ou: »
I(m, f) = (f(wo) + f(@m) +h Y fl)
i=1
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Soit Pj(z) le polyndme d’interpolation de f sur Iintervalle [z;,7;11], en remarquant que
SUPge(a;,@41] |f”(l’)‘ <M= SUPgela,b] |f”($)" ona:

m—l i m—l iy
> / fla)de — > / Pi(z)dx
i=0 V¥ i=0 V¥

b. En utilisant le résultat établi en [1.], donner une majoration de I’erreur E,, y = ‘I —I(m,f)

By = ‘I—f(m,f)‘ -

Donc :

i i sy (Tit1 — xi)g 1 = (h)3 "

Enm < Z |f(z) = Pi(z)|dz < ZT sup [f"(2)] = 19 SUP £ ()]

i=0 Y Ti i=0 z€[a,b] i—0 z€[a,b]

Soit : 5 bars X
h & b—a
B mox o s (77 =mgh s (0] = (o s [7(0)
reE|a,

z€[a,b] 12m?

3. Application:a =0,b=1let f(x) = H% .Calculer I(1, f) et I(2, f).
m=1leth=1-0=1:

T0,0) = (O + 7)) = 5 (14 3) =

3
1

~ 1 1.1 3 2 31
(2.) = {FO) + FO) + 3F(5) = S+ = =
Remarquons que la valeur exacte est donnée par :
7T
I = [arctan]} = —
[arctan), 1
Question facultative (+1 POINT) :

Soit f un polynoéme de degré n, (z;)i=o,... » une famille de points distincts et Py, (z) le polyndme d’interpolation de
f par rapport aux points (z;)i=o,... m, montrer que si m > n alors Py, (x) = f(z).

Ona:

Py(x;) = f(x;) i=0,...om= (P, — f)(z;)) =0 i=0,....,m

Or, P, est un polyndme de degré m et f est un polyndme de degré n et comme m > n alors (P, — f) est un

polynome de degré m ayant m + 1 racines (les z; qui sont distincts) alors P, — f est le polyndme identiquement
nul. Donc :

(P — )(2) = 0= Pp(z) = f(z)
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]Q( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE
——
~RATTRAPAGE ———meercredi 14 février 2018—— 2017 - 2018——

Présenter les valeurs approchées avec 4 chiffres apres la virgule (par défaut)
Calculatrices non programmables autorisées (mais |’échange est interdit)

Documents et téléphones portables interdits

Exercice 1 (9 POINTS) :
Soit (E) I’équation donnée par : (E) 10z = 9e™"
Ondonne: e %% =0.6065 e 902 =0.5352 0™ =04723 e~ !=0.3678

x

1. En utilisant la fonction f définie sur R par f(z) = 10z — 9e~*, montrer que (F) admet une seule solution,

notée x*, dans I'intervalle [0, 1];

(E) 10z =9" < 10z -9 *=0< f(z)=0
On a: f est continue (sur R), /() = 10 +9e=% > Oet f(0) = =9 < Oet f(1) = 10 — 9e~! ~ 6,6898 > 0,

donc : I’équation f(z) = 0 et par conséquent (E) admet une seule solution.
2. Appliquer la méthode de dichotomie pour localiser la solution 2* dans un intervalle [a, b] d’amplitude : b — a =
0, 125 puis donner une valeur approchée de z* et une majoration de I’erreur;
ag=0,bp =1, 29 = 0.5, |1 — 0‘ =1, f(l‘o) ~ —(,4585 < 0
a1 =0.5,b1 =1, 21 =0.75, ’1 — 05’ =0.5, f(xl) ~ 3,2493 >0
az = 0.5, by = 0.75, x9 = 0.625, |0.75 — 0.5| = 0.25, f(x2) ~ 1,4332 > 0
az = 0.5, bg = 0.625, 3 = 0.5625, |0.625 — 0.5 = 0.125. Fin

Donc la solution est dans I’intervalle [0.5, 0.625], une valeur approchée de la solution est donnée par x3 = 0, 5625

et une majoration de I’erreur est donnée par |z — 2*| < |bs — a3| = 0.125.

3. Ecrire la suite récurrente (z,,), obtenue en utilisant la méthode de Newton pour approcher z*. Choisir une
bonne valeur initiale z( (parmi les deux valeurs, a et b, trouvées dans la question (2.)), vérifier les conditions de
convergence et calculer 1 ;

La méthode de Newton est donnée par :

o f®a) . 10z,—9e~%n _ 9(zptl)e”n
Intl = In = P,y = In = T10409e-on — 1049e n
xo bien choisie

f estde classe C?, f/(z) = 10+ 9e~% > 0, f"(x) = —9¢~% < 0, f(0.5) < 0 et £(0.625) > 0 donc les

conditions suffisantes de convergence sont vérifiées en choisissant g = 0.5.

9 1)9¢=%  9(0.5+ 1)e05
T = (wo +1)9e7% _ 905+ 1)e ™ ) o0
10 + 9e¢—2o 10 + 9¢9-3

4. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = e~

X .
a. Vérifier que =* en un point fixe de g ;
x* est solution de (E) donc : 102* = 9¢™% & 2* = 19—06*””* = g(z*) et on en déduit que z* est un point

fixe de g.
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bl

b. Vérifier que g([0,1]) C [0, 1] et, en s’assurant que |g'(z)| = g(), déterminer L = sup,¢( 1) |9'(2)

Ona:g'(x)= —1%6_30 < 0 donc g est strictement décroissante et :
9((0.1]) = [o(1), 9(0)] = [55¢ " 151 € 0.1]
) ) 10 ) 10 Y
car 1%6_1 > (et 1% < 1. D’autre part, on a :
9 9 9 9
g’ (@) == pe Tl =|5e " =5 " =g(x) = L= sup |¢g'(z)| = sup g(z)= -
10 10 10 we(0] ve0] 10

car g est décroissante sur [0, 1] et g(0) = 1%.

c. Soit (Zy,), la suite définie par la méthode du point fixe sur [0, 1]. Montrer que |Z,, — z*| < L™ et déduire
que la suite (Z),, converge vers la solution de (E); g est suffisamment réguliere, d’apres le théoreme des
accroissements finis, il existe ¢ € [0, 1] tel que pour z; et x2 dans [0, 1] :

19(x2) — g(z1)| = g'(c)z2 — 21| < sup |¢'(@)||lv2 — 21| = %|$2 — 1
z€(0,1]

donc g est contractante (k = 0.9) ce que implique que la méthode du point fixe converge, en plus :
T — | = |9@n1) — 9(2")| < 09201 — 27| = 0.9]g(Fns) — g(a™)| < (0.9)%Fns — 2| = ...
On continue le raisonnement par recurrence pour obtenir :
0<|zp — 2| <(0.9)"To — z*| < (0.9)"
car : Tp et z* sont dans [0, 1] et |[Tp — z*| < |1 — 0] = 1. On en déduit :

0< lim |z, —2"| < lim (0.9)"=0

n—-+0o n—-+o00
Finalement, lim,,_, { oo [Z,, — 2*| = 0 et limy,, oo T, = ™.
5. Combien faut-il calculer de termes, de la suite (), pour obtenir une valeur approchée a2 10710 prés (ici, on ne
demande pas de calculer cette valeur approchée!).
Il suffit de prendre :

Tn — 2%| < (0.9)" < 10710 — onIn(0.9) < e~ 10In(10) _y > —101In(10)
In(0.9)

= 218.54
Au moins 219 termes !
6. Quelle est la meilleur méthode ? Justifier.
Les trois méthodes sont convergentes mais seule la méthode de Newton est d’ordre 2, les deux autres méthodes
sont d’ordre 1. On peut dire que la meilleure méthode pour cette équation est la méthode de Newton.
Exercice 2 (6 POINTS) :
Soit f une fonction suffisamment réguliere définie sur [0, 4] et a valeurs dans R.
1. Déterminer le polyndome d’interpolation de degré 2 de f, noté P(.), qui prend les méme valeurs que f(.) aux

points : 0, 3 et 4 puis donner une majoration de 'erreur F(z) = |f(x) — Py(x)|;

Les polynomes de Lagrange :

1
Ly(z) = ©0=3)0=1 = E(xQ — 7w+ 12)
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_ (-0 _
L@ =5=0e=1 5 (@~ )
(z=0)(z-3) 1
Lol@) = r=0ya—=3) ~ 1 -~ 32)
pone: fQ0), o fB), 2 f4), o
PQ(CL‘):?(:E —7x—|—12)—7($ —4z) + 4 (z* — 3x)

D’autre part, il existe £ dans [0, 4] tel que :

Kﬁ
—~
w
=
—~
Iy
~—
—_

E(r) = [f(z) = Pa(2)] = [x(z = 3)(x — 4) | < Zlo(@ = 3)(z —4)| sup |fP(x)

6 —6 xz€[0,4]

2. Enremplacant I’intégrale de f(.) sur [0, 4] par I'intégrale de P(.) sur le méme intervalle, déterminer la méthode
de quadrature élémentaire obtenue puis donner une majoration de ’erreur [ = | f; f(x)dx — fé Py(x)dx|
(on donne : f04 z(z — 3)(z — 4)|dz = H);

! - [ _ SO [ _IB) [ ON
/Of(x)da:_/o Py(z)dx = /0(x2 Tz +12)dx 3 /O(a:2 4dx)dx + /0(x2 3x)dx

12 4
Ona: .
/(m2—7m+12)daﬁ—35
0 3
4
—-32
/(x2—4aj)d:ﬂ:3
0 3
4 _
/(x2—3a:)dac:8
0 3
donc : .
35 32 8
dr~—f(0)+—f(3)— —=f(4
| e = 2 10)+ F16) - 5
L’erreur :

= ) X )ax— ) X )ax ) X)— X xr = ) x)axr 41(ESU* Xr— su (3)13
1=1 [ @ [ Paayasl < [ 1) -Pa@lis = [ Bayds < [ Glae-3)@—] s |10)

z€[0,4]

4
sup [10@)] [ ol =3 =l < g swp [FO@) G = 5 sup [10)

I<
z€[0,4] z€[0,4] 6 36 ;ep04

[ I

3. Déterminer I’ordre de cette quadrature ;

L’ordre minimal est 2 (degré de P»), vérifiant si la quadrature est exacte pour 23 :

4
35 . 32, 8 160
3 3 3 3
dz = 64 ¢ 23 S Y gy
/Ox v ¢ 360 T 9° 12 5 7

Donc, la quadrature est d’ordre 2.
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4. Rappeler la définition de la méthode de Simpson (simple) et évaluer I = f04 f(x)dx en utilisant cette Méthode.
Expliquer pourquoi cette quadrature est différente de celle obtenue dans la question (2.);

La méthode de Simpson est donnée par :

a+b

[ e =250 (w4550 + 1)

donc : A A
| @ =5 (70 +4@)+ )

Les deux méthodes sont bien différentes car la premiere quadrature n’est pas de Newton-cotes car les points ne
sont pas équidistants : 4 —3=1#3 =3 —0.
5. En utilisant deux sous intervalles, évaluer I = f04 f(x)dx avec 1a méthode de Simpson composite.

/04f(x)dx:/OQf(x)dH/;f(x)dx

4
| @de = S0 +470) + 1)+ (72)+416) + F9) = § () + 1(4) +20(2) +4(7(1) + £(3))

Nous pouvons aussi utiliser la définition de la méthode composite !
Exercice 3 (5 POINTS) :

[0 )

y'(t) =1-2y(t)

y(0) =1
1. Montrer que (P) admet une solution unique et résoudre ce probleme (solution exacte);

Soit (P) le probleme de Cauchy donné par:  (P) {

(P) est un probleme de Cauchy avec f(t,y) =1 —2yetona:

|f(ty1) — f(tye)| = [1—2y1 — (1= 292)[ = | = 2(y1 — y2)| = 2[y1 — 32|

Donc f est 2-Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable et le probléme admet une solution unique.
ESSM : 3/ = —2y = y = ke 2! Solution particuliére (variation de la constante) :

2t
Ke 2 —2ke 2 =1—2ke 2 =k = e_lgt SkK=el=k=%=y,=3

La solution générale est donnée par :
y=ke?+lety0)=k+i=1=k=1
Finalement, la solution du probléme est donnée par :

1
y(t) = 5 (1+e)
2. Soit h > 0 un pas de temps donné, t,, = nh pour n € N (ainsi to = 0) et y,, une approximation de y(t,).

a. Evaluer fti”“ y(t)dt en utilisant la méthode du point milieu ;

tnt2 tngo +1t
[ vttt = (tasa — )y
tﬂ/

b. Intégrer I’équation différentielle, du probléme, entre ¢, et t, o et déduire, en utilisant le résultat de la

) = th(tn+1)

question (2.a.), une relation entre 4,42, Yn+1 €t yn, (et en fonction de h);

tn+2 tn42 tn+2 tnt2
/ Y (t)dt = / (1 —2y(t))dt = / dt — 2/ y(t)dt
tn tn tn tn
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Y(tn+2) — y(tn) = 2h — dhy(tni1)

Donc :

Yn+2 = _4hyn+1 + yn +2h

c. Proposer une expression permettant de calculer y; et formuler le schéma obtenu (pour une résolution
numérique de (P)).

On utilise la méthode d’Euler progressive :
yr=1yo +hf(ty0) = yo+h(l = 2yo) =1+ (1 =2) =1—h
Donc le schéma est donné par :

Yn+2 = _4hyn+l + Yn + 2h
yi=1—-h
yo =1
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Solution

Exercice 1

a) On constate que ¢; ne vérifie pas la condition ¢,([1,2]) C [1,2] car
pr(1) =0 ¢ [1,2].

b) p(z) = (3z 4+ 1)% on vérifie que ¢ vérifie les condition du théoréme fixe :

e  est contractante. Il suffit de vérifier que sup |¢’| < 1

(1,1]
1 2 1 1
or () ==3B8x+1)"5 = < <0.4
R e RN RETE
1
©([1,2]) C [1,2]. puisque ¢'(x) = ————5 > 0 on a ¢ est strictement
3z +1)3

croissante donc

o([1,2]) = [p(1), »(2)] = [1.587,1.912] C [1, 2]

En conclusion la fonction ¢ vérifie les hypothéses du théoréme du point fixe,
donc toute suite (x,), oy définie par o = a € [1,2] et zp,41 = @(2y), (n > 0)
converge vers r).

¢) Puisque ¢ est croissant et si p(z) > xo la suite serait croisante, en effet
p(xo) = x1 > xp , par recurrence on suppose T, > T,_1 puis applique ¢ qui
est croissante donc conserve l'inégalité z,+1 = o(z,) > @(xp_1) = ©, ce qui
montre que (z,)nen est croissante.

De meéme si p(zg) < xo la suite serait décroisante, en effet p(xo) = 21 > zg
puis en supposant z,, < x,_1 et comme Précédemment on a x,41 < z, donc la
suite est décroissante.

Les deux cas peuvent se produire en effet :

sizg =1 on a p(xg) > xo de méme si xg = 2 on a p(zp) < xg

d)
o = 1
21 =(34+1)35 = 1.5874
T = (3% 1.5874+1)5 = 1.7928
(3%x1.7928 4+ 1)5 = 1.8545

x4 = (3%1.8545+1)
x5 = (3%x1.8723+1)

On déduit que x4 est b1en une approximation de 7 avec deux dicimaux exacts
car x5 — x4 = 0.005 1.

e) La méthode décrite dans cet exercice pour trouver une approximation de
r est recommandable car elle permet d’approcher la valeur de r in dependament
du choix de zy dans [1, 2], de plus elle est d’ordre 1; puisque

T3 =

[Tnt1 =7 = lp(en) — o(r)] = |zn — 7] ()] < 0.4 ]z, — 7|



de plus on a |z, — 7| < (0.4)" |zg — 7|
Exercice 2 Soit f une fonction de [—1, 1] dans R

1) on utilise la métode de Lgrange%, 0, %
2
Lo(z) = (x —x1)(x — x2) _ w(z — g) zgx2—§x
T o m) @ e T 22278 4
3 5) 3 5
Li(z) = (x — o) (x — x2) :(x"’g)(x_g):ligﬁ
N (e~ 20) (@1 — 22) 2.2 1
3 5 3
(@—z)e—a) @HI@ 9 3
Ly(z) = a2 4 g
-2 9 3 9 2 9 3
= Py(x) = f (3> (8332 - 496) + f(0) (1 — 4m2> +f <3) (8332 + 4x>

2) On calcule fjll Py(x)dz
-2 9 3 9
fjll Py(z)dx = f (3) jll §x2 - 496) dx + £(0) fjll (1 - 4332) dzr +
2 41 /9 9 3
f<3> I <8x +4x>dw
-2 2
=0.75f (3) +0.5f(0)+0.75f (3)
3) On sait d’aprés le cours que cette méthode de quadrature est au moins
d’ordre 2 vérifions qu’elle est d’ordre 3

g N 2\ 3
L afde =0=075 () +0.5%(0)+0.75 (3

et

—2\* 2\*
Hlatde =04 #0.75 <3> +0.5% (0) 4 0.75 <3> = 0.29630

ce qui permet d’affirmer que I'ordre est bien 3.

Exercice 3 y'(t) = —(y(¢))™ + cos(t),

1) la fonction associée a ce probléme est f(¢,y) = cos(t) + y™, on a

[fEy1) — fEy2)| =y —yd| = |m (y1 — y2) Gm_l} ol f est compris entre

Y1 et Y2
puisque m est impaire m — 1 > 0 donc, pour y1, y» appartenant & un borné

on a |m#™ | < K une conclusion on a
[f(t,y1) — f(t,y2)| < K|(y1 — y2)| pour y1, y2 €Borné =Le probléme (P3)

admet une solution locale unique.
2) h >0, t, = nh on intégre ’éqution sur [t,, t,+1]



Ytnss) — y(tn) = — f::ﬂ y™(t)dt + fttn"“ cos(t)dt =
St =y (t)dt + sin(tn1) — sin(t,)

in

La méthode du rectantle & droite nous permet de remplacer ftt"“ y™(t)dt
par hy™(t,11) et f:"“ cos(t)dt soit par hcos(t, 1) soit par sin(t, 1) — sin(t,)
On cherche alors la solution numérique (y, )nen solution du systéme

Ynt1 — Yn = —hy 1 +sin(t,1) — sin(t,) ou
Yn+1 — Yn = _hy;’szrl + hCOS(tn+1)

Ce schéma est imlicite, car pour avoir y, 1 on doit résoudre I’équation non
linéaire
Ynt+1 + hyns = Yn + sin(t,41) —sin(t,), ou yYni1 + hyntis = yn + hcos(tnt1)

3) Pour résoudre cette derniére équation on utilise la méthode de newton
appliquée a la fonction

f(z) = z+ha™ —y, —sin(t,41) +sin(t,) ou f(z) = z+ ha™ —y, — hcos(tpt1)

On note que y,+1 sera un zéro de cette fonction f, en partant avec zo =y,
et en utilisant un seul pas dans la la méthode de newton ol x; serait une
approximation de y,1.

f(-TO) 1 -1
T = X9 — ;o f(x) =14+ mha™

Fiw) 1

On a
Yn + byt — yp — sin(tp41) + sin(t,)
Yn+1 = Yn — m—1 -
1+ mhyn
Y — hy™ — sin(tp4+1) + sin(t,,)
" L+ m(1+ h)yp*
ou bien
n + hyyt — yn — hcos(ty, m — cos(tn
Yy = g — PP = gn = hoos(tusn) 4y (tnt1)

1+ mhym=1 1+ mhy? !
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Pour la suite on utilise la valeur de k trouvée a la question 2). Soit A > 0
un pas de temps, soit t,, = nh pour n € N .

3) On note (un )nen la solution numérique obtenue & 'aide du schém d’Euler
explicite.

Etablir la relation entre u,41 et u,

4) On fixe h = 1, caluler y(t,) et u, pour n = 1,...,4 et remplisser le tableau

Correction

Exercice 1.

a)
f@)=25-Tx+4

f est une fonction continue
f(0)=4>0
fl)y=-2<0

grace au théoréme des valeurs intermédiaires la fonction admet au moins une
racine dans [0, 1].

De plus la dérivée f'(z) = 5z* — 7 < 0 sur [0, 1] donc la fonction est stricte-
ment décroissante ce prove la rcine de f dans [0, 1] est unique, on la note alors
7.

b) la méthode de Newton définit une suite (z,,),n dont la formule est donnée
par :

To étant fixé

f (@)

c) Il est légitime d’utiliser la méthode de Newton car f’(x) ne s’annule pas
sur [0, 1].

d) Pour assurer la convergence de la méthode de Newton on doit choisir xg
tel que f(zg) et f’ soient de méme signe.

comme f' < 0sur [0,1] et f(0) <0 on peut choisir g = 0

e) Soit z, un élément de la suite défine par la formule de Newton, alors les
trois décimaux de x,, sont ceux de r si

Tntl1l = T —

|y — 1] <1073



LE [ o | f(xx) | lox — zial |

010 4
1| 057143 || 6.0918 x 1072 3.4286

[2 058085 [ 1.6804x10~* [ 0.00942 ]
[3 058088 [ —2.4884 x 10" [ 0.00003 ||

D’apres ce tableau, on constate que les quatre décimaux de x5 sont ceux de

Exercice 2
1) Ici m = 2 donc le polynoéme d’interpolation p est de degré 2, en utilsant

la méthode de Lagrange on a:

p(x) = Lo(2) f(x0) + La(z) f(z1) + La(z) f(2)

 (r-z)(r—22)  w(z—1) 1x }:c
e [E e L
r—xo)(T—2x2) x + xr — 2
Li(z) = (g(cl_xoggxl—xi) - . +1)1 1 11
r — To)\X — X1 r\xr 9
A rrpn Ty B R

Dou p(z) = (1x2 - ;x> f(=1)+ (1 =2?) f(0) + (;xQ + ;x) ()

Q(f) = f x)dr =
f(—l)f+1<1x2_1x>dx+f()fll( 2?) dx + f(1) [ (; 2+;x)dm
FQU) = 3/(-1) + 5 (0) + £ £(1)

On retouve la formule de Cavalieri-Simpson sur Uintevalle [—1, 1].
3) D’prés le cours on sait que cette formule admet au moins une précision

d’ordre 2, vérifions pour 3 et plus

f“ 23dr =0, et FQ(23) =
Hatde =04 et FQ(a ):37,&0.4

On conclut que FQ(f) a bien une précision d’ordre 3.
T2i42 — T2 242 + T2 di —

4) On utilise le changement de variable t = 5 5 ,
P22 T g = hds
2
[ feyde = Ity <$2i+22_ T2 4 x2i+22+ w2i> hds = [*! g(s)ds



ou

g(s) = f <$2i+2 - ins i Toit+2 + 302i> A

2 2
donc
I gls)ds = 59(-1) + 59(0) + 29(1)
1 4 . ! 1
~ gf(l‘gz)h + gf (W) h+ gf(:l?gi_i_g)h
S f(t)dt = % (f(@2:) +4f (22i41) + f(22i42)) -
5)

J2 F@)de. = TG [0 F(0)dt 5 SV (Flean) + 4F (eaenn) + Faisa)

Exercice 3. 1) Puisque I'équation est linéair on cherche la solution générale
de PESSM ¢/(t) = —ky(t), dont la solution est y1(t) = cexp(—kt), (¢ € R),une
solution particuliere de 'EASM est y2(t) = 25, d’ou la solution

y(t) = y1(t) + ya(t) = cexp(—kt) + 25
2) comme y(0) =75 onac+25=75=c¢=50
= y(t) = 50 exp(—kt) + 25
En teant compte de la condition y(5) = 50 = 50 exp(—5k) + 25 on a

_ 10’8;5(2) = y(t) =50 exp(—@ﬂ +25

1
exp(—5bk) = 3= k

3) Soit t, = nh pour n € N w, une approximation de y(t,), y vérifie
I’équation
log(2)

v =52 ((0) - 2)

la suite (up)nen est définie en appliquant la formule de rectangle a gauche
pour l'intégrale, c’est & dire on remplace

/ (-5 ) -29) at par

[ (e -2)) - 2B ) - )

On obtient la relation



log(2) log(2)

up =75 et Upy1 =u, —h (up —25) = (1 — h5> Uy, + 5hlog(2)

4)Pour h = 1,onau, = <1— og5( )> 0g(2)

Up—1+5 log(2) et y(t”) = BOeXp(_Tn)+

25 o0n a:

Lol t [ 2 ] 38 [ 4 ]
[ y(t,) ] 68.528 ][ 62.893 [ 57.988 [ 53.717 ||
[ un [ 68.069 ]| 62.098 || 56.955 [| 52.525 |
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Correction

Exercice 1.
{ f est continue sur [0, 1]
1)

1 1
f(0) = T fy=1- Zcos(l) >0
r dans [0, 1]
De plus f'(xz) =1+sin(z) > 0 sur [0,1] = f est strictement croissante et

donc 7 est unique.
2) On utilise le tableau

= f admet au moins une racine

[r=loe= o= [be=1fe)  [le-rl<]
Jo o Job5 1 ]0.2806044 [ 1/2 |
[1 Jo Jo25 Jo5 [0.0077719 [ 1/2? |
12 Jo Joi125 [o0.25 || —0.1230494 [| 1/2° |
[3 ] 0125 ] 0.1875 [] 0.25 ]| —0.0581183 ]| 1/2* |

<107 = m >

Pour avoir |c,, — 7| < 107° il suffit que m verifie

51og(10) e
log(2)
4) on utilise le tableau

[A=lw= [/ I
[o 1 I 08649244 |
[ 1 ] 0.2854036 || 0.0455166 ||
[2 ] 0.2428801 ] 0.0002178 ||
[3 ] 0.2426747 [[ 5.119D — 09 ||
[4 02426747 ] 0 |

1
5) g(u) = Zcos(u) . On vérifie que ¢([0, 1]) C [0,1] et g est contractante

/(1) = sin(u) < 0sur [0.1] = 9(0.1]) = [p(1),9(0)] = | {eos(D). 7| ©
[0,1]
& |7 < i = g est contractante

donc g vérifie les hypothéses du téoréma de point fixe, par la suit, pour tout
ug € [0, 1] la suite (uy,)nen définie par ugy1 = g(ug) est bien définie et converge
vers le point fixe de g a savoir r = g(r) qui est la racine de f.

6) La convergence est indépendante du choix de ug dans [0, 1].

k+1
1
urr = 7| = lg(ur) =g(r)| < 7 lup —=r| <o < (7] Juo =7
4 4

= lim |ugt1 — 7| =0
k—o0



Exercice 2 A

1) On utilise les fonctions g;(x) = z*, i =0, 1,....

i=0, go=1, f_lllda::2,onpose wy 4+ we + w3 =2

=1, g1 =z, f_llxd:E:O, on pose —aw;+oaws =0= w; = w3

i=2, gy =2, fil 22dx = 2/3, on pose o?w;+alws =2/3 = o’w; =1/3
i=3, g3 =1x°, 711 23dx =0, on pose —a3w; + ows = 0 ne donne rien

i=4, g4 =zt f_ll xtdz = 2/5, on pose atw; +atwz =2/5= atw; =1/5
Avec wy = ws, les équations

2wy +we =2 , ?w; =1/3 atw; =1/5

permettent de déterminer o et w;

atwy 5 3 1/3 5
o, T T ATV mw = gp =g
= w *27E*§

2 % "9

= Falg) = J9(—/375) + 50(0) + 29(\/375)

Avec ce choix cette formule de quadrature est au moins d’ordre 4, vérifions
les ordres superieurs.

i=5, f_11x5d:c:0€th(x5):g(— 3/5)5—1-3( 3/5)5:0
)

10 6 10 32
i=6, [* 2%z = 2/7 et Fg(a®) = 3( 3/5) = 5 (3/5)° = ;5 -

6 2
%7 7
Conclusion F¢(g) est exaxte a I'ordre 5.

2) pour appliquer la formule de quadrature précedante a f Tkt f f(z)dz on
effectue le changement de variables

- $i+1—$it+$i+1 +x;

—Et+a+ih+ﬁ
2 2 2 W 2’
:»jjii“ _f f( t+a+zh+2)2dt flgl()dt

Fa(f e wis)) = Do~ 3/5>+§gi<o>+§gi< 3/5)

9
h
=3f(—3/5k +a+in+1 ) +5fla+ih+5)2 + 2f(\/3/5% +a+ih+ 1)L

- <gf <a+Wh> +9f(a+%;1h)+9f(a+Wh>>2

3) formule de quadrature de f sur [a,b]

Fo(f.[a.b) = 35 505! (f (a+ W%h) ny <a+ W%)) i

§5 2 flat 23t



4) Algorithme
On implémenteles données

a’, b7f
h="22 meN
I=0

for i=0:m-—1
) i1/ 8 ; i v/ h

I= I+<9f <a+ R 3/5h> + 5t 2En) + gf <a+ e 3/5h>> >

fin.

Exercice 3 y'(t) + sin(y(t))

1) Dans cette équation différentielle le second membre f(t,y(t)) = —sin(y),
donc elle est continue et pour ¢t > 0 et y1,52 € R on a |f(t,y1) — f(t,y2)| <
Isin(y1) — sin(y2)| < |y1 — y2|, donc le probléme de cauchy admet une solution

unique.
2) h=1/N, on pose t, = nh, on intégre I'équation sur [t,,, t,11]

tnir s
Y(tnt1) —y(tn) = — [, sin(y(t))dt
pour approcher — ftt"“ sin(y(t))dt on utilise la formule de rectangle a gauche
Fq(f, tn tnia]) = = (bngr — tn) sin(y(tn) = —hsin(y(tn)
on cherche alors (Y )n=0,... n par le systéme

Yn+1 — Yn = —hsin(y(tn) © Yni1 = yn — hsin(y(t,))

3) on déduit immediatement que |y,11]| < |yn| + h
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Correction

Exercice 1 f(z) = 52° — 92 + 10 = f '(z) = 252% — 9 = f’ s’annule en

—\/g et —I-\/%

z —00 - % % + 00
7 i 0 - 0 =+
15.57 +oo (2pts)
f /! AN /!
o 4.4929

On constate que pour = > —\/g, f(z) > 0 c’est a dire que f ne s’annule

pas sur l'intervalle [—\/g,—l—oo[. par contre sur }—oo, —\/a la fonction est

continue et strictement croissante et elle passe de valeurs négatives en valeurs
positives donc elle admet un zéro unique sur cet intervalle. (1pt)

2) on a f"’(x) = 100z® < 0 sur [-1.4 , —1] et f(—1.4) = —4.291 < 0 d’ott la
suite

o = —1.4
f(zn) (0.5)

Tp+1 = Tk — f/(xk)

Le résultat du calcul sur le tableau

L& 1] o I |
[o]-14 I —4 2912 |
[ 1] —1.3506985 ]| —0.3219447 ||  (1.5pt)
[ 2] —1.3463602 [ —0.0023115 ||
[ 3] —1.3463286 | —0.0000001 ||
3) Estimation de |zg41 — 7|
T4l =T =T — T — f(wr) :mk—r+M
i f'ar) f'(ar)

or

F(r) = Flan) = (= 2§/ () + 50— 24)2"(0)
0 étant compris entre r et xy

f"(6)

= Tyl — T = %(T — )2 f/%xk) (1pt)
= |21 — 1) = (r —ap)? |J{/(§3k))|| <Clx, — r|2



ou

e W ey 1ams
o= == — < -— <9 (0.5)
2 i [F172 1) T 26
—1.4,-1

La méthode de Newton converge donc avec ordre 2.
4) On veérifie facilement que r est un point fixe de ¢, en effet

5
§(r5+2):r¢>57°5+10:97’¢>5r579r+10:f(7”):0 (0.5)

5) on ne peut pas applique la méthode du point fixe car ¢ ne vérifie pas 'un
des hypotheses du théoréme de point fixe, a savoir ¢([-1.4,—1]) C [-1.4,—1]
car

o(—1.4) = —1.8768 ¢ [-1.4,—1]  (Ipt)

Exercice 2
-3

4 no 2
1) 'ordre de précision N est détérminé par filx”d:c =3 (f%) +§(w)”, pour

0 <n < N et que la relation n’est pas vérifiee pour N + 1

4 2
i)yn=0, f_lllda? =2 = - 4+ - = 2 la relation est vérifiée sans condition

3 3
(0.5pt)
.. 1 dw 2 . -
i) n =1, f_lxdac =0= 33 + gw = 0 la relation est vérifiée sans

condition (0.5pt)
2 4 2 2
iii) n =2, filxzdx =3=3 (—%) g(w)2 = w? la relation est vérifiée

2
avec la condition w = \/; et la formule de quadrature s’écrit  (0.5pt)

Fq(g) = %g (—; g) + %g <\/§> (0.5pt)

cette formule a au moins un ordre de précision 2.
iv) vérifions pour n = 3

3 3
4 1 /2 2 2 1 /2
Fq(w?’):g(_z 3) +3<® L Ero= s

2
Conclusion avec w = \/; la formule de quadrature est précise & l'ordre

2. (1pt)

2) On posse z =
on a

Tit1 — %, Tipa+x  h, o mptx h
t = —t+————, dz = =dt 0.5
2 T it — 5 o de=gdt (05




@ h i1tz \ h
[ fayde = [T f <2t+ W) Sdt (05)
Tit1 + X4

h h
On pose g(t) = §f (215 + 5

) d’otut la formule de quadrature

Fa(f, [z, 7)) = Falg) = 59 () + 29(0)

4 h h /2 Tit1 + x; 2h h [2 Tit1 + X
= —— —_— — _ _— — — B — 1
32f<4 5T 2 >+32f<2 3T 2 (Ipt)

3) Formule de quadrature composite de f sur [a, b]

f: flx)dz. = X! o f(x)de &

h —m—1 h [2 Tit1 + x; h\/§ Tit1 + x;
e a of | L J2 Al T S BT ot S
3Z’0<f< 4\/;+ 2 >+f 23t T 2
b h2 ho hZ ho

_521':0 <2f (—4\/;4'24—2}1) +f 5 3+2+Zh>>. (lpt)

4) Algorithme
[a = une valeur
b = une valeur
m = un entier

—a
h= 0.5pt
—%) (051
[Fg=0
pour ¢ allant de 0 & m — 1, faire

h —m—1 h 2 h | h 12 h |
FQ—Fq+§Zi:0 <2f<4\/;+2+zh>+f<2 3+2+zh>>
Fin | (0.5pt)

Exercice 3
1) On a une équation différentielle avec second membre f(¢,y) = K(y — L).

{ f(t,y) est continue (0.5pt)

|f(t,y2) — f(t,y2)| = K|y1 — y2|, donc f est lipschitzienne

d’ou le probléme (P3) admet une solution globale unique.
Résolution

ESSM : ¢/(t) = Ky(t) dont la solution est y4(t) = Bexp(Kt), B €R
Solution particuliére y, = L

= y(t) = Bexp(Kt) + L

avec y(0) = yo on a y(t) = (yo — L) exp(Kt) + L (1pt)

2) On intégre I’équation entre ¢, et ;41

Y(tnsr) = y(ta) = [ K(y(t) — L)dt (0.5pt)

n



On utilise la méthode de rectangle & droite pour approcher l'intégrale par
MK (y(tass) — L), (0.5pt)

par la suite on cherche (y,,)n=1,. .. solution du systéme

Ynt1 — Yn = DK (Yny1 — L) & (1 = AtK)ypi1 = yn — ALKL (0.5)
3) Si L = 0 le schéma devient (1 — AtK)yn4+1 = Yn, par récurrence on déduit
1

In = d = At (05)
Comme K <0Oona (1—-AtK)>1= nEIJIrloo(thf()"yo = 0. (0.5)
(t) (Kt,) .
= X N =
Y\ln Yo €Xp n) 5 Yn (l—AtK)”yO
1
— = —— KnA 1
= yn — y(tn) ((1 — AR exp(Kn t)) Yo (1pt)
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CONTROLE ————28 février 2021 ———2020 - 2021——

Présenter les résultats avec quatre chiffres aprés la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (2+3+3+2=10 POINTS) : Soit (E) 1’équation suivante : (E) ¥ -3 = e*

Notons : f(z) =2% —e™* -3 et g(z) = Ve *+3. Sil <z <2alors: f"(z) >0
et ¢(1)<dg(z)<g'(2) avec ¢'(1)~—0.05etg'(2)~—0.02

1. Vérifier que I’équation (E') admet une et une seule racine, r, dans Iintervalle [ag, by] = [1, 2];

La fonction f est continue (somme de deux fonctions continues) et nous avons : f(1) = —2 — e~ ! =
—2.3678 < Oet f(2) = 5 — e 2 ~ 4.8646 > 0 donc f(1)f(2) < 0 et d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires 1’équation f(z) = 0 admet au moins une solution sur [1, 2]. D’autre part, f'(z) = 322+~ > 0,
la fonction f est monotone et le théoreme de la bijection montre que 1’équation f(x) = 0 admet une et une seule
solution sur [1, 2].

Finalement, (E) 3 —3=e <=3 —e®—-3=0<= f(r)=0d oule résultat.

2. Appliquer deux itérations de la méthode de Dichotomie, localiser la racine ry dans un intervalle [az, bo] puis
donner une majoration de ’erreur |zo — ro|. Déterminer le nombre d’itérations, &, nécessaire pour obtenir

une solution approchée, z, avec une précision ¢ = 27192

[ag, bo] = [1,2] zo =12 =1.5 f(x0) = f(1.5) = 0.1518
la1,b1] = [1,1.5] 2y = M2 =1.25 f(zq) = £(1.25) = —1.3333
[ag, bo] = [1.25,1.5] @y = 125815 = 1375

ro € [1.25,1.5] et nous avons : |z2 — ro| < |b2 — az| = 0.25 ou |zo — ro| < 351 =0.25

Nous avons : |z — ro| < 22%1 pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir k& vérifiant :

1
27§2—10:>2—’“§2—10:>k210

11 suffit d’exécuter 10 itérations pour obtenir la précision ¢.

3. Soit (yp)n la suite générée par la méthode de Newton. Ecrire 1’algorithme de la méthode (avec une précision
¢ = 2719), justifier un bon choix de yy € [az, bo] et étudier la convergence de cette méthode. Exécuter les deux

premieres itérations;

Algorithme :

o valeur initiale bien choisie
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Tant que | f(y,,)| > 2719 faire :

f(yn) ys —e V=3 23+ (y,+1)e ¥ +3
Yn+1 = Yn — —; =Yn — 5 - = 2 —
I (yn) 3yn + e ¥n 3y +evn

Nous avons f”(x) > 0 pour assurer I’'une des conditions de convergence, il faut choisir yo € [1.25, 1.5] avec
f(y0) > 0 nous pouvons choisir yyp = 1.5

Nous avons : f est de classe C? (polyndme et exponentielle)
f(x) >0 f"(x) >0 et f"(x)f(1.5) >0
Les conditions suffisantes de convergence sont vérifiées et y,, — 7.

3 — 3 —
yo=15ety; = 2y0+§z§il§0y”3 = 1.4782 ety = 2?’1*?5;’%1?_21“*3 = 1.4779
4. Soit (6,,),, la suite définie par : 0r, = g(0n—1) et 6o € [1,2].

Vérifier que r est un point fixe de g et montrer que (6,,),, converge vers (. Préciser le nombre d’itérations

qu’il faut exécuter pour obtenir une précision e = 2710,

70 est solution de (E) donc (rappelons que 7 € [1,2])) :
re—3=e =1 = +3>0=1r9= Ve +3=g(ro)

donc r( est point fixe de g.

D’apres les données, /() < Osur [1,2], g(1) = Ve I +3 ~1.9477 < 2et g(2) = Ve 2 + 3 ~ 1.3956 > 1
Donc : g([1,2]) = [9(2), g(1)] C [1,2]

Dautre part : ¢'(1) < ¢/(x) < ¢/(2) = |¢/(2)| < max(lg'(1)], |¢'(2)]) = |¢/(1)]

= sup,c1 9 19'(2)] < L = |g'(1)] €]0, 1]

On en déduit que g est contractante de rapport L et par conséquent, les condition de convergence de la méthode

de point fixe sont vérifiées et on a :
|0 = ro| = |9(6n—1 — g(ro)| < L|fn—1 — 10
Par induction ou par récurrence, nous obtenons :
|0, — 10| < L"0p — ro| < L"

car 6y et ro sont dans [1, 2]
On en déduit, finalement, que la suite (6,,),, converge vers 7.
Pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir n tel que :
In(2)

L"<271% — pnlIn(L) < —10In(2) = n > —IOW ~ 2.3137
n

IL faut au moins trois itérations.
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Exercice 2 (2+2+2+2+2=10 POINTS) : L’ objectif de cet exercice est I’étude de la méthode de Newton-cotes (n = 2).

1. Cas particulier : I'Intervalle [—1, 1]. Recopier et compléter le ta-

bleau suivant (détailler les calculs); h = # =1lz;,=-1+1ih
zo=—-1x1=0ectzo =1
(z—0)(z—-1) _a’?—u
L
@) = o0 cio D 2
1
0+ 1)( )
(z4+1)(z—0) a*+uz
2(2) =
1+1D1-0) 2
! 1 23 22 1
| mote)ds = (55 - St =
-t i 0 1 2
1 3
T 4 . -
/ Ll(x)dx = [33 — 3]1_1 = 3 T 21 0 21
1 Lz(l') T 2—1 1— l’2 T ;—m
1 1,23 22 1 [T Lix)da | 1 4 1
Lo(x)dx = N, =2 1 3 3 3
[ Loyt = G+ 50 = 5

2. Formuler P5(z) le polynome d’interpolation d’une fonction f sur
la base des points xg, 1 et z2. Puis, utiliser Py(x) pour détermi-

ner une approximation, avec une quadrature /|_; ), de I'intégrale

I[—l,l] = f,ll f(z)dx
Py(z) = f(=1)Lo(z) + f(0)L1(z) + f(1)L2(x)

1

~ 1 1 1
I[fl,l] :/ PQ(.CC)d:L’:f(—l) /1 L1($)d$+f(0)/ Ll(l')dl’-i-f(l)/ Lg(x)dili

1) = f( 1)+ ;lf(O)Jr;f(l)_Q(f(gl)+4fé0)+f(61)>

3. On note MO = SUPge[—1,1] | f®)(x)|. Exprimer ’erreur d’interpolation Fy(x) = | f(z) — P»(x)| et donner une
majoration de cette erreur. En déduire une majoration de I’erreur d’intégration £_; ) = [I[_; ;] — _7[_1’1} | (on

donne f_ll |23 — z|dz = %);
Il existe £ € [—1, 1] tel que :

Ey(x) = |f(2) — Pa(x)] = %I(:r +1)(z = 0)(z — 1)[|£3) ()|

Ey(z) < *\ﬂs —a| sup [fO ()] 3 |2° — |
z€[—1,1]
et
E[fll \I [-1,1] — ‘/ f(z dUC—/ Py(r)dz| = ‘/ z))dz|
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4. Cas général : 'intervalle [a, b]. Utiliser un changement, de variables, affine et montrer que :

b
~ b—a a+b
[ e =Ty =52 (10 + 455D+ 50))
On pose :
r=mt+p
ona:a=-m+petb=m+pdonc:p= 2 etm =32

Finalement : x = b_T“t + a+b etdr = Q“dt et:

/ dx_/ iy a—i—b)b—adt:b—a/_lf(b—at+a+b)dt

b

)t = Ty = 5 (@ + 475+ 1))

5. On se donne une discrétisation uniforme de I’intervalle [a, b] (4 sous-intervalles, avec le pas h = I’TT“). Donner

une approximation I de f f(x)dx en utilisant une méthode composite de la quadrature précédente.

x; =a+thpouri=0,...4

b r2 4 To—T T4 — T
| s = [ s / e = LI (o) AT )+ )+ G () 14 ) )

/ Fla)de = & (7o) + 47 () + 2 (z2) + 4 (z5) + f(2)

QS (Question supplémentaire : +1.5 Points) Un probléme de Cauchy (PC) est défini par une équation diffé-
rentielle y' = h(t,y) et une condition initiale y(z9) = yo (On suppose que (PC) admet exactement une so-
lution). Intégrer 1’équation différentielle sur 'intervalle [z;, x;12] puis utiliser la quadrature précédente et
I’approximation y(x;) ~ y; pour établir une relation entre y;42, ;41 et y;. Transformer cette relation en une
méthode explicite permettant le calcul d’une solution approchée de ce probleme.

Voir support du cours
REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE ———— 04 avril 2021 —— 2020 - 2021——

Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (0.75+1.25+3+3+42=10 POINTS) : Soit (E) 1’équation donnée par f(z) = 0 avec f, la fonction, définie

sur R telle que : f(x) = 2% + 22 + 3z — 3.

1. L’équation (EF) admet-elle une solution dans I’intervalle [—1,1] ?
f est continue (Polyndme), f(—1) = —6 et f(1) = 2 donc I’équation (E) admet (au moins) une solution.

2. Vérifier que I’équation (£) admet une et une seule racine, 7, dans 'intervalle [ag, by] = [0, 1];
f est continue, f(0) = —3, f(1) = 2 et f est croissante (car f'(x) = 322 + 2z + 3 > 0) donc I’équation (F)
admet une et une seule solution, Z, dans Iintervalle [0, 1]

3. Localiser la racine T dans un intervalle [c, d] d’amplitude d — ¢ = 0.25. Déterminer le nombre d’itérations, p,
nécessaire pour obtenir une solution approchée, x,,, avec une précision ¢ = 10762
T€[0,1], z9 =21 =05, £(0.5) = 2 < 0et £(0)£(0.5) > 0donc Z € [0.5,1] et 1 — 0.5 = 0.5
T €[05,1],z; = 258 = 0.75, £(0.75) = £ > 0, £(0.5) £(0.75) < 0donc T € [0.5,0.75] et 0.75—0.5 = 0.25

1-0

Nous avons : |z, — Tg| < “55 pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de choisir p vérifiant :

61n(10)
In(2)

1
— <10 =27<10 =m27?) <In(107%) =p>

o = 19,93

11 suffit d’exécuter 20 itérations pour obtenir la précision ¢.

4. Montrer, en utilisant la méthode de Newton, que I’algorithme (Alg) permet de définir une suite (z, ), d’approxi-
mations de T :
zo=1

Tant que |f(2,)| > 107 Faire :
(Alg) 2342243
il = 539,13

Fin
Identifier la précision recherchée et étudier la convergence de cette méthode. Calculer z; et zo ; La méthode de

Newton est définie par : zg bien choisie et

= f(zn) _ 232 =3  2a(322 + 220 +3) — (2 + 25 + 320 — 3)
T T ) T T 3224 22,43 322 1 22, 1 3

223 +22+3
Il = -5 ————
T 322 422, 4 3
Si les conditions de convergence sont vérifiées, les termes z, constituent des approximations de =, 1’algorithme

propose de faire les calculs pour obtenir une précision ¢ = 107°.
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Nous avons : f est de classe C2, f/(x) = 32% + 22 + 3 > O sur [0, 1], f”(x) = 62% > O sur [0,1] et f(20) =
f(1) = 2 > 0 et de méme signe que f”(x) on en déduit que les conditions de convergence sont vérifiées et par

conséquent, la suite z,, converge vers .

22342343 6 _ 3 22342243
21 = mig =17 =0.Thet z9g = m =0.7121

5. Transformer 1’équation (E) en un probleme de point fixe, de la forme h(z) = x, tel que h est une fonction

constante )
polyndéme de degré 27
Soit (¢,)y, la suite définie par : tg = 0.5 et ¢, = h(t,—1). Calculer 1 et ts.

Est ce que la suite (¢,,), est convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

rationnelle a déterminer (de la forme

On donne :
(x) —0.5< _ br=3 < —0.3 pourtout z € [0,1]
—0. —0. €
T (2 +x+3)2 P ’
3
donc Ty est solution du probleme du point fixe h(x) = z avec h(x) = ﬁ

t1 = h(to) = h(0.5) = 0.8 to = h(t1) = h(0.8) = 0.6756

h est continue, h'(x) = (;ffjjgl))g = (m;f’ilgp < 0 (d’apres (x)).
h([0,1]) = [h(1),R(0)] = [2,1] C [0,1] et |W/(z)| = ]%] < 0.5 donc h est contractante de rapport
L=05
‘tn - ZEO| == ‘h(tnfl) - h($0)| S 0.5|tn,1 - x()] == O5|h(tn,2) - h($0)|
donc :

|tn — :L’o’ § 0.52’tn_2 — :L’o‘

et ainsi de suite, par induction, jusqu’au trouver (notons que |ty — zo| < 1).
0 < ’tn — xo‘ < (0.5)”‘1&0 — .%'0‘ < (0.5)”

Comme (0.5)" converge vers 0 (suite géométrique de raison inférieure a 1), on déduit que |¢,, — x| converge
aussi vers 0 et par conséquent, la suite (¢,,), converge vers .
Exercice 2 (2+3+2=7 POINTS) : Soient g = 0, 21 = letxy = 3
1. Déterminer les polyndémes caractéristiques de Lagrange L;(x), i = 0, 1,2 et formuler P(z) le polyndme
d’interpolation d’une fonction f sur la base des points zq, 1 et xo.

Lo(x) = (z —1)(z = 3) _ 22 —4x +3

0—1)(0—3) 3
(- 0)(x—3) a?—3z 3z—a?
ho=a=pa=3 -~ = ~ 2
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(z=0)(z—1) a?-u
L) = 5=06=1) = "6
Py(z) = f(wo)Lo(x) + f(z1)L1(x) + f(z2)L2(z)
.’E2 — 4 Xr — x2 372 — X
Pyw) = O3 4 s 2 )

2. Calculer f03 Li(z)dz, i = 0,1,2, puis utiliser le polyndme d’interpolation, P»(x), pour déterminer une
quadrature () = 3 Zizg w;f(x;), de I'intégrale I = f03 f(x)dx. Quel est I’ordre de Q) ?

3 3.2 _4 3 1 23
0 0 3 3'3
’ 13 1.3 1 9
/0 Li(z)dx = 2/0 3z — xdr = 5[5:1;2 _ §w3]3 =2
’ 13 1.1 1 3
/0 Lo(z)dx = 6/0 22— xdr = 6[gx,3 _ 5%’2]3 _ 2

a=3 (5w +3/6)

3. Utiliser la méthode de Simpson pour donner une deuxieme quadrature I permettant, aussi, d’approcher

I'intégrale I = fo?’ f(x)dx. Comparer @ et I et expliquer les différences.

~ 1 4 . 0+3 1 1 4 1
F= -0 (50 + 515D+ 5) =3 (3100 + 3705+ 1))
Les deux quadratures sont bien différentes (points et poids) méme si, a la base, on utilise trois points ! Les diffé-
rences peuvent s’expliquer par la répartition des points : D une part, une discrétisation uniforme de I’intervalle
(0, 1.5 et 3) et d’autre part une répartition non uniforme de points (0, 1 et 3).
Exercice 3 (1+2=3 POINTS) :
1. Rappeler la formule de quadrature approchant I’intégrale fcd g(t)dt par la méthode du trapeéze puis 1’appliquer

dans le cas g(t) = F(t,y(t));
d d—c
| ottrae =155 (g(0) + g(a)

d —c
[ Feynar = ©5E (Feue) + Fdyla)

2. On suppose que le probleme de Cauchy, (P), admet une solution unique :

(P { y = F(t,y(t)
y(zo) = o
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Intégrer I’équation différentielle sur I'intervalle [z;,x;+1] puis utiliser la méthode du Trapeze et, pour tout
indice j, I’approximation y(z;) ~ y; pour établir une relation entre y; 1 et y;.

v =Ftue) = [y [ Py
y(tisn) — y(ts) = S0 (B (s y () + F b, y(tian))

2
Et en utilisant I’approximation, nous avons :

h
§(F(ti7 yi) + F(tit1, yiv1))

Yirl = Yi +
QS. (+1 point) Transformer la relation précédente en une méthode explicite.
La relation précédente est implicite pour la transformer, nous pouvons remplacer y;;1 dans le second membre

par une formulation adéquate, par exemple nous pouvons utiliser le schéma d’Euler explicite :
Yir1 = Yi + hF(ti, y;)

et donc :

h
Yir1 = Yi + §(F(tz‘, yi) + F(tis1, yi + hF(ti, v:)))

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE ——— 17 janvier 2022————2021 - 2022——

Présenter les résultats avec quatre chiffres aprés la virgule (par défaut et sans arrondi)

Toutes les réponses doivent étre justifiées et bien rédigées

Exercice 1 (2+1.5=3.5 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 2*
1. En utilisant la méthode de Newton, déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté P, sur la base des

points : —2, —1 et 1. Utiliser P pour donner une valeur approchée de f(0).

xI; f(.iC,) DD1 DD?2
-2 -8
—1—(-8
-1 -1 _1_(§_§§ =7
1—(—1 _ _
1 1 I—-(-1) 1 1—1 —72) = 36 =2
N()(a}) =1

Donc :
P(w):_8+7(x+2)—2(x2+3x—|—2):_2x2+x+2

f(0) = P(0) = 2

2. Calculer la valeur exacte de I’erreur commise au point z = 0 puis utiliser la formule du cours. Comparer et

Expliquer.

E(0) = |£(0) = P(0)| = [0 —2| = 2

Formule du cours :

E(x) < %I(w +2)(z+ 1)(z - 1) S [fP(@)] = (@ +2) (@ + 1)(z — 1)] avecfP(x) =6

B(0) < 2

La formule donne une majoration de I’erreur, pour z = 0 I’erreur exacte est égale a 2 majorée aussi par 2. Ce

résultat n’est pas vraie pour toutes les valeurs z
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Exercice 2 (2+3+3.5+3.5=12 POINTS) :

Soit (E) I’équation suivante : (E) In(1+z)=1-22

1. Etudier, sur I’intervalle [0; 2], les variations de la fonction f définie par f(2) = 2 — 1 + In(1 + z). En déduire
que I’équation (F) admet une et une seule solution, notée =*, dans I'intervalle [0; 2] ;

(E) <= f(x) =0

f est continue sur son domaine (somme d’un polyndme et de la fonction In)

f est derivable sur son domaine f’(z) = 2x + 14%: = 2362;;% > (0carx > 0.

f est strictement croissante sur [0; 2] avec f(0) = —1et f(2) =3 +1In(3) > 0.

Donc I’equation f(x) = 0 admet une et une seule solution z* € [0; 2] qui est 1’unique solution de (E).

2. Appliquer la méthode de Dichotomie pour localiser la solution z* dans un intervalle [a;b] d’amplitude A =
b — a = 0.5. Déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour pouvoir localiser la solution dans un intervalle
d’amplitude A = 0.0625;

Onaz* € [0;2] d’amplitude A =2—-0=2etc= 22 =1, f(1) =In(2) >0

Ona f(0)f(1) < 0donc z* € [0;1]

z* € [0;1] d’amplitude A=1—-0=1,c= 21 =0.5et £(0.5) = —0.3445 < 0

Ona f(0)£(0.5) > 0 donc z* € [0.5; 1]

x* € [0.5; 1] d’amplitude A = 1 — 0.5 = 0.5.

Apres n itérations, la solution est dans un intervalle d’amplitude 22;"0 = 2n1_1 = 0.0625 Donc : 2"~ = 0'01625 =
16 =2"doncn—1=4etn=>5

3. On note (yy)n la suite générée par la méthode de Newton.

a) Ecrire I’algorithme, de cette méthode, permettant d’obtenir une précision d’au moins 1079
Une valeur initiale yg bien choisie
Tant que |f(yn)| > 107° (ou |yn — Yn—1| > 107) Faire :

o flun)
It = I T )

Nous pouvons développer 1’expression (mais ce n’est pas nécessaire).

Yo =14+ +yn)  ya+yn+2un+1—(L+yn) In(1+yn)
2yn + 1+1yn 25+ 2yn + 1

Yn+1 = Yn —

b) Justifier un bon choix de I’intervalle initial et de la valeur initiale yq puis calculer y; ;
On a z* € [0; 2] mais dans la question précédente, la solution est localisée dans I’intervalle [0.5; 1] qui est le
meilleur choix pour initialiser la méthode de Newton.

L’une des conditions de convergence de cette méthode est que f(yo) et f”(z) ont le méme signe. On a :

_ 222 +4x + 1

222 + 2241 ,
B f(x)_x2—|—2x+1

0
1+zx -

f'(z)
et comme f(0.5) < Oet f(1) > 1, nous pouvons choisir yp = 1
¢) Etudier la convergence de cette méthode et expliquer pourquoi on peut la considérer comme la meilleure
méthode ?

Vérifions les conditions de convergence :
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x2 — 1 est un polynome de classe C™ et In est une fonction de classe C> donc f est de classe C™ (en
particulier de classe C sur son domaine).

f'(@) >0

f'(x) >0

f(yo) f"(x) >0

Donc, la méthode de Newton converge.
3 2
_ Yo tyst+2yo+1-(I+yo) In(l+yo) _ ¢ _ 2In(2) _
= 2y3+2y0+1 =1- 252 =0.7227
La méthode de Newton est d’ordre 2 alors que les autres méthodes sont d’ordre 1.

3. Sur l'intervalle [0.5; 1], on considére le schéma numérique définissant la suite (¢,,)y, telle que :

to=1
tn=g(tn—1) =+/1—In(1+t,—1) n=12,--

On donne : sup,¢(o.5,1) [9'()| = 0.45
a) Vérifier que ce schéma peut étre utilisé pour déterminer une valeur approchée de x* (la solution de (FE)).

Identifier une méthode classique qui peut générée ce schéma et la suite (¢, )y ;

On a x* est solution de (E) donc In(1 + 2*) = 1 — (2*)? et on déduit :
(@) =1-I(l+2") = 2" =1 -In(l + &%) = o* = \/1 — In(1 + 27

car z* > 0.

Donc x* est aussi solution du probleme de point fixe :

r=g(x)=+/1—In(l+zx)

Le schéma numérique associé a ce probleme et a cette méthode est donnée par :

{ to € [0.5;1]

tny1 =9g(tn) =1 —In(1+t,) n=0,1,2---

ou

tn =g(th—1) = \/1 —In(l+t,—1) n=1,2,---

Qui est exactement la méthode sus-mentionnée (avec le choix ¢y = 1).

{ to € [0.5:1]

b) Etudier la convergencee de ce schéma;
g(z) = /1 —In(1 + z) est une fonction définie et derivable sur son domaine et en particulier sur [0.5; 1],
pour z et y dans cet intervalle, il existe, d’apres le théoréme des accroissements finis ¢ €]0.5; 1] tel que :

l9(x) —g)| =g (O)|lz —y| < sup |¢'(x)]|z —y| =0.45]z — y|
z€[0.5;1]

Donc, g est contractante de coefficient & = 0.45 et par conséquent la méthode converge, et la suite (¢, ),

converge vers x*.
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¢) Formuler une majoration de I’erreur |t,, — z*| puis déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour
obtenir une précision d’au moins 10710,
Ona:
[tn — 2% = [g(tn—1) — g(2")| < 0.45[tn 1 — ™[ = 0.45]g(tn—2) — g(z")]
par induction :
|t, — z*| < (0.45)" |t — ™| < 0.5(0.45)"

11 suffit de choisir n tel que :

In(2) — 101n(10)

0.5(0.45)" < 10710 = n1n(0.45) < In(2) — 101n(10) = n > ~ 27.9680
In(0.45)
11 faut, au moins, 28 itérations.
Exercice 3 (1+2+1.5=4.5 POINTS) :
Soient z( et 1 deux points tels que xg = —1 et x; = 2 et soit f une fonction continue sur [—1;2].

1. Déterminer les deux polyndmes caractéristiques de Lagrange L((x) et L;(z) puis formuler le polyndme
d’interpolation de f sur la base des points xg et x1 (noté Q));

L) = S5 =22 L) - T - T

Q(z) = f(=1)Lo(z) + f(2)L1(x)

2. Intégrer, sur I'intervalle [—1; 2], les deux polyndmes de Lagrange et le polyndme () et déduire une quadrature

I de I'intégrale I = f_21 f(t)dt, en précisant les deux poids wy et wy.

Peut-on associer cette quadrature & une méthode classique ? Laquelle ?
2 2 212
2—z 1 x 3
L dr = =—- |2z — — ==
/1 ole)da /1 3 3 [ T ]1 2

2 2 2 2
1|z x 3
/_1 H(z)de /_1”“r 3[2+2]_1 2

N 2 2 2 —
P= [ ewie=s-1) [ nat@as+ @) [ moe=Spn+ 3w -3 (150 1)

-1 -1 -1

On retrouve la méthode du trapeze :
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3. Utiliser la méthode des trapézes (exactement 3 trapezes) pour formuler une deuxiéme approximation 1’intégrale

I (notée T ). Sans faire de calcul supplémentaire, comparer Tet]et expliquer.

2 0 1 2
= _lf(t)dtZ/_lf(t)dt+/0 f(t)dt+/1 F(t)dt
I=(0-(-1) (J%;D+J(gm>+(l—(0)) (‘fg))+f(21))+(2—(1)) (f(Ql)Jr“’c(;))
=12 0+ s+ 2

La valeur I est obtenue avec une méthode composite (des trapezes), elle constitue une meilleure approximation

que la méthode simple correspondante(trapeze)qui donne la valeur I.

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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®( SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s anls
Ooiver

RATTRAPAGE — 21 février 2022— 2021 - 2022

Présenter les résultats avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Toutes les réponses doivent étre justifiées et bien rédigées

Exercice 1 (2+3+3+3=11 POINTS) :

Soit (E) I’équation suivante : (E) 14z =e
1. Ecrire (E) sous forme d’une équation f(z) = 0 (f une fonction a déterminer). Vérifier que 1’équation (F)

admet une et une seule solution, notée 7, dans I’intervalle [0; 1].

(E) 1—1—3::61*3”2:>1+a;—elf‘r2:0:>f(x):0
f@)=0=14+z=¢"" = (E)

avec f(z) =1+z — el ™",

f est une fonction continue (f est la somme d’un polynéme et d’une fonction exponentielle et les deux sont
continues) en plus f(0) =1 —e < Oet f(1) = 1 (donc f(0)f(1) < 0) et par conséquent I’equation f(z) = 0
(et aussi (F)) admet au moins une solution.

D’autre part, f'(z) = 1 + 2ze!=" > 0 pour € [0; 1] ainsi f est strictement croissante et 1’équation f(z) = 0 (

et aussi (£)) admet une et une seule solution.

. Ecrire ’algorithme de la méthode de Dichotomie permettant d’obtenir une valeur approchée de 7 avec une

précision d’au moins ¢.
Faire les calculs pour ¢ = 272, localiser la solution dans un intervalle [a,b] C [0, 1] et donner une valeur
approchée de 7.

Initialisation : ag = 0, bg = 1 et xg = @ Tant que |by, — ag| > ¢ Faire 2, = %b"'

bp+1 = g b1 = by
brp+ag
2

Si f(ax) f(xr) < 0 alors { Wl =% Sinon { Ul = Tk L algorithme se termine lorsque |by — a| <

cetr € [by;ax etT ~
7 € [ag; by et T ~ %.

a0 =0,bp=1,29=05bg—ag| =1>e=2"2=0.25et f(0.5) = —0.6170 > 0

F(0)£(0.5) >0 =>a; =05,b; =1, 21 = 0.75 |by — a1| = 0.5 > £ = 0.25 et f(0.75) = 0.2011
F(0.5)£(0.75) < 0 => ay = 0.5, by = 0.75, 25 = 0.625 |by — ag| = 0.25 < £ = 0.25

On en déduit : 7 € [0.5;0.75] et 7 ~ 0.625 a4 272 pres.

. On souhaite appliquer la méthode de Newton sur I’intervalle [0, 1] et on note (), la suite générée par cette

méthode. Rappeler le principe géométrique de la méthode et exprimer ¢,,11 en fonction de ¢,,.

Calculer f”(0.5) et f”(0.75). Que peut-on dire par rapport a la convergence de cette méthode.

La méthode de Newton consiste a construire une suite (¢, ), a partir d’une valeur initiale bien choisie ( et en
déterminant successivement les termes de la maniere suivante :

Pour déterminer le terme ¢ 1, on trace la tangente T}, a la courbe de f au point (¢, f(t)), cette droite T} coupe
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I’axe des abscisses au point (t541,0).OnaTy :  y = f'(tx)(x — tx) + f(tx)
Si la tangente T}, est non horizontale (f’(t;) # 0 ou généralement f’(x) # 0), le point d’intersection de T}, et
I’axe d’abscisses est de coordonnées (t1,0) donc :

f(tx)
f'(tr)

0= f'(tr)(tes1 — ti) + f(te) = trg1 =t —

donc : )

—1+ (14 2t2)el %
1+ 2tpel=t

(@) =2(1 — 22%)e ™)

£7(0.5) =2.1170  f(0.75) = —0.3872

tpy1 =

On remarque que f”(z) change de signe dans I’intervalle [0, 1] donc une des conditions nécessaires n’est pas
vérifiée et nous ne pouvons rien déduire par rapport a la convergence de la méthode.

4. Sur I'intervalle [0; 1], on considére la modification de la méthode de Newton qui consiste a remplacer la tan-
gente T}, au point (¢, f(¢y)), par la droite D,, parallele a la tangente T} (au point (to, f(t9))) et qui passe par
(tn, f(tn)). Ainsi t,41 est’abscisse du point d’intersection de la droite D,, avec I’axe des abscisses (OX ). Faire
un schéma et exprimer ¢,,+1 en fonction de ¢,,.

D et Ty sont paralleles sont elles ont le méme coefficient directeur donc :
D: y= f'(to)x + betcomme (t,, f(t,)) € D alors :

f(tn) = f(to)tn + b= b= f(tn) — f'(to)tn

D: y={f'(to)z+ f(tn) — f'(to)tn
La droite D est non horizontale (f'(to) # 0), le point d’intersection de D et I’axe d’abscisses est de coordonnées

(t+1,0) donc :
f(tn)
f'(to)

[ (to)tns1 + f(tn) — f/(to)tn = 0 = tny1 =ty —

Exercice 2 (2.5+1.5=4 POINTS) :
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = (z +1)3 — 1
1. En utilisant 1a méthode directe, déterminer le polynéme d’interpolation de f, noté P, sur la base des points :
—1, 0 et 1. Utiliser P pour donner une valeur approchée de f (—%) et calculer la valeur exacte de I’erreur
commise au point x = —%.
P est un polyndme de degré 2 on peut I'écrire P(x) = az? + bx + c et comme P(z;) = f(z;) pouri = 0, 1,2

on obtient le systéme suivant :

P(-1)=a—-b+c=f(-1)=-1 c=0 c=0
P0)=c=f(0)=0 =4q a—-b=-1 =4 a=3
Pl)=a+b+c=f(1)=7 a+b="7 b=4

Donc :
P(z) = 32% + 4z

f(=0.5) ~ P(—0.5) = —1.25
Ep(—0.5) = |f(=0.5) — P(=0.5)| = | — 0.875 — (—1.25)| = 0.375
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2. Sans faire de calcul supplémentaire, donner le polyndome d’interpolation de f, noté (), sur la base des points :
—2, —1, 0 et 1. Que peut-on dire de I’erreur au point z = —% (par rapport a Q).
Le polyndome @ est de degré 3 (4 points) et comme f est un polynome de degré 3 alors Q(z) = f(z) et I'erreur
est par conséquent nulle Eg(—0.5) =0
Exercice 3 (1.5+2+1.5=5 POINTS) :
Soient g = —2, x1 = 0 et 9 = 1 et soit f une fonction continue sur [—2; 1].
1. On donne Lo(z) = §(2? — z), déterminer les deux autres polyndmes caractéristiques de Lagrange L;(z) et

Lo (x) puis formuler le polyndome d’interpolation de f sur la base des points xg, 21 et x2 (noté P).

(x+2)(x—0)

1) -1
(1+2)(1-0)

(X +2)(x — B
Y =5 @ +r-2)  Lr)=

(0+2)(0
2. On donne f_12 Ly(z)dz = 3, calculer f_21 Lo(z)dx et ffl Ly (x)dz. Puis, en Intégrant, sur 'intervalle [—2; 1],
le polyndme d’interpolation, P, déduire une quadrature I de I'intégrale [ = [ _12 f(t)dt. On donne wy = %,

Li(z) = - é(:ﬁ +22)

préciser les deux autres poids w; et ws.

3
€T
5+ 2y =0

Lo =

! 13 2?2 3 !
/;2 LO(CL’)dQE == 6[3 - ?]_2 == 1 /_2 Lz(l')dl' ==

1

1 1 1
T P(t)dt:f(—Q)/ Lo(t)dt+f(0)/ Ll(t)dt+f(1)/ Lo(t)dt

) -2 -2 -2
~ 3 9 1 3
I'=25(=2)+ 5(0) +0F(1) = 3(3F(=2) + SF(0) + 0f (1))

1 3 _
Wy = Z w1 = Z Wy = 0

3. Utiliser la méthode de Simpson pour formuler une deuxiéme approximation de I’intégrale I (notée ) ). Expliquer
la différence entre I et 1.

T=3(2/(-2)+ S7(-0.5) + Lf(1)

La méthode de Simpson est une méthode Newton-cotes (les points sont équidistants —2, —0.5 et 1 car —0.5 —
(—2) = 1.5et 1 — (—=0.5) = 1.5) alors que la premieére quadrature est obtenue sur la base de trois points non
équidistants (—2,0et 1 car0 — (—2) =2et1 —0=1).

REDACTION ET PRESENTATION : 1 POINT. PAGE1/1
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

CONTROLE 14 janvier 2023 2022 - 2023——

Présenter les résultats numériques avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (1.5+2.5+2+1.5=7.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 8 — a3.

1. Etudier la fonction f sur R, dresser son tableau de variations, remarquer que f est bijective et vérifier que
I’équation (Eqt) f(x) = 0 admet une solution unique z. Quelle est la valeur exacte de z ?
f est un Polyndme, f'(z) = —32% < 0 (pour z # 0), lim,_, o f(x) = +o00 et lim;_, 1 f(x) = —00. Donc
f est une fonction définie, continue et strictement décroissante sur R et par conséquent f est une bijection de R
dans R. On en déduit que 0 admet un seul antécédent 7 tel que f(z) = 0 c’est a dire que T est I’'unique solution
de (Eqt).

8—1*=0=1"=8=2"=1=2

Donc

r=2

2. Vérifier que T € [1;4] et calculer les trois premieres valeurs approchées, cg, c¢; et co, données par la méthode
de Dichotomie. Donner une majoration de 1’erreur de 1’approximation de Z par co.
Déterminer le nombre d’itérations, n, nécessaires pour obtenir une valeur approchée, c,, de Z avec une

précision au moins égale 4 1075,

f(1)=8—-1=7,f(4) =8—-64=—56¢et f(1)f(4) < 0 par conséquent = € [1,4] etona:

ap=1,bp =4, co = 12 = 2.5, f(2.5) = —7.625 et f(1)f(2.5) < Odonca; = letb; =25

a; =1,by =25, ¢ = 1122 = 1.75, f(1.75) = 2.6406 et f(1)f(1.75) > O donc ag = 1.75 et by = 2.5
ag = 1.75,by = 2.5, ¢ = L1325 = 2125

Deux itérations :
E; |<4_1—3—075
T Cl S 9 —4— .

Ou bien 7 et 3 sont donc [1.75;2.5] donc
7 — o] < 25— 1.75 = 0.75

Pour Cp NIOUS avons :

11 suffit de choisir n tel que :

3 - 1075 s 3e-7I() < (~5I(10) _y < In(3) +51n(10)

~ 18,194
on = = = n(2) 8, 1946

Au moins 19 itérations.
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3. Définir la suite, x,,, des itérés de la méthode de Newton. Préciser, x(, la meilleure initialisation possible parmi
les quatre valeurs suivantes : 1, 4, 1.75 et 2.5 puis calculer z;. Etudier la convergence de cette méthode.

o bien choisie et

f(zn) 8—ad 213 +8
T+l = Tn — = Tp — 5 = 5
f(xn) 3x2 3xz
Nous avons f”(x) = —6x < 0 pour x > O donc x( doit vérifier f(x¢) a le méme signe que f”(x) et par

conséquent f(x) doit étre négative ce qu’est vrai pour 2.5 et 4 mais d’apres la questions précédente, la solution

est localisée dans [1.75; 2.5] alors la meilleure initialisation est 2.5.

C 223 +8  2(25)3438

_ ~ 2.0933
T TR 3(2.5)2

Les conditions de convergence sont bien vérifiées :
f est de classe C? (Polyndme)
f'(x) = =322 < 0 pour z € [1.75;2.5)
f"(x) = =62 < 0 pour z € [1.75;2.5]
f(xo)f"(x) > 0 pour z € [1.75;2.5]
La méthode de Newton est convergente sur x € [1.75; 2.5].
4. Transformer I’équation (Eqt) en un probleme de recherche de point fixe et écrire 1’algorithme correspondant
(on ne demande pas I’étude de la convergence).

(Eqt) 8 — 2 =0= —2*+2+8=2=g(z) =2
avec g(x) = —2° +x + 8
L’algorithme (avec une précision €) :
Yo € [1.75;2.5]
Tant que |g(yn) — yn| > € faire
Ynt1 = 9(Yn)

Exercice 2 (3+1.5=4.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = sin(Fx) et les trois points zg = —1,

z1 =0etxzo = 1.

1. Déterminer le polynéme d’interpolation de f sur la base des points xg, 1 et x2 en utilisant DEUX parmi les

trois méthodes habituelles (Lagrange, Newton et Directe).
f(=1) = =1 f(0) =0et f(1) =1

Méthode directe : Py(x) = ax?® + bz + cet les equations f(x;) = Pa(x;) donnent le systéme suivant :

a—b+c=-1 a=0
c=0 =< c=0
a+b+c=1 b=1

Donc Ps(z) =z
Méthode de Newton :
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z; flz;) DDl DD2

-1 -1
0 0 1
1 1 1 0
Donc
Py(x) = =No(x) + Ni(z) + 0 X Na(z) = -1+ (z+1)+0==x
Meéthode de Lagrange
(x —0)(z —1) v’ —x
L) == cicy ~ 2
(x4+1)(x—-1)
@) =g o-1 =1 v
(z+1)(x—-0) 2%+x
L) =1+ o) 2
-z 2?4
Pae) = F(=D)Lo(x) + [(0)La(@) + F(DIa(e) = =T +0+ T L =o

2. Donner une majoration de I’erreur d’interpolation.

Ey(z) = |f(x) — Pa(x)] < % (@ + 1)@= 0)(@—1)| sup [fD()]
: z€[—1;1]

J'(@) = 5 cos(5a)

> >

@) = ~(5)sin(Ga)

Exercice 3 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Soit f une fonction de classe C'! et (App) I’approximation :

(App) / @) e~ af(-1)+ B7(0) + /(1)

1. Déterminer «, (3 et v pour que (App) soit exacte pour les polyndmes de degré 0, 1 et 2 (on peut utiliser succes-

sivement f(x) = 1, f(z) = wet f(x) = z?).

1
f(a:):1:>/l dr=2=a+ B+~

1
f($):a::>/ rxdr =0=—a+7y
1
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2=a+pB+7y a=1
0=—-a+7v —{ B=3
g=aty t

2. On suppose que o = v = % et 5 = %, puis on se donne les points {z;};—o.., de subdivision de I’intervalle
[a;b] : x; = a+ ih avec h = I’_Ta En utilisant un changement de variable affine, dans I, déduire la formule de
quadrature suivante :

Tit1 h h
T= [ @) e S0 + 4w+ ) + S i)
x

i

On pose x = mt + p le changement de variable entre [x;; x;+1] et [—1, 1] alors :
Pourz =z;,t=—-1doncx; = —m+p

Pourx =z;11,t =1doncz; 1 =m+p

— _ Tipitms h
Tig1r =m+p P=—"95 =itz

x:%t—l—wi—i—%,dx:ﬁdt,t: & etdt:dfOna:
2 2

Tit1 L h h h h (Y h h

En utilisant (App) on a :

Tit1 h (1 h h 4 h h

1..h h
5\ 3 )+3f(2+56¢+))

2

h

1= [ sy = § (30 + it o+ o ) = 5

2\3 2 6 (f($i)+4f(xi+g)+f($i+1))

3. En déduire une formule de quadrature composite pour I’intégrale fab f(z)dx.

[ [ s e [t [ e [ s
fab f(z)dz

6 (70 +asto+ 54 o))+ (Sl +af@r+ 5+ Saa) oot (Fawn) + 4 oncr +5)+

b i=n—1 1=n—1 h
=35 (f(xo)—i-? Z f(xi) +4 Z f($i+2)+f(mn)>
; =0
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Exercice 4 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Considérons le Probleme de Cauchy (PC) donné par :

2'(t) = —=3x(t), Pourt >0
poy |70 =30
x(0) =yo donné
Soit & > 0 un pas de temps donné, on pose ¢,, = nh pour n € IN ainsi ¢y = 0 et x,, une approximation de x(¢,).
1. Vérifier que (PC') admet une solution unique et déterminer cette solution (exacte). Le probleme de Cauchy
est tel que f(t,x) = —3x qui est une fonction continue sur R x R et Lipschitzienne par rapport a la deuxieme

variable (de rapport 3) :
[f (@) = f(y)l = [ =3z +3y[ = 3|z —y|
On en déduit le probleme admet une solution unique. Par séparation des variables, nous avons :

d
W 3dt — In(z) = =3t + ¢ = z(t) = ke 3
x

Or
z(0) =yo =k =yo

Donc, la solution exacte est :

z(t) = yoef?’t

2. Intégrer I’équation différentielle sur [t,; ¢,,+1] et utiliser la méthode du trapéze pour exprimer z,,11 en fonction

de x, (Schéma de Crank-Nicolson).

/t " tydt = /t " e ()dt = a(twsr) — 2(tn) = g(—?)x(tn) ~ 3a(tain)

En utilisant I’approximation z(¢;) ~ z; on

—3h 3h 3h
Tnt1 = Tn = —— (Tnt1 +20) = (L4 5 )tn1 = (1= 5 )an
Soit
_2-3h
B W

3. On suppose que h = %, calculer limy,— 4 o0 Zn.

2—3h )

AR A TR

La suite (), est géométrique de raison ¢ = - avec |g| < 1 et par conséquent :

lim z,=0
n—-+oo

Rédaction et Présentation: 1 Point Page 1/1
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S SMP3 : ANALYSE NUMERIQUE ET ALGORITHMIQUE

Gl eOUl s aosls

Université Abdelmalels Essaadi

RATTRAPAGE 17 février 2023— 2022 - 2023—

Présenter les résultats numériques avec quatre chiffres apres la virgule (par défaut et sans arrondi)

Exercice 1 (2+2+2+1.5=7.5 POINTS) : Soit f la fonction définie sur R par g(z) = 3.

r—2
1. Etudier la fonction g sur [—2, 0], dresser son tableau de variations, remarquer que g est bijective et vérifier que

le probleme (PF') g(x) = x admet une solution unique r. Quelle est la valeur exacte de r ?
-3

w27 < 0 donc
la fonction g est strictement décroissante sur [—2, 0] ce que implique que g est une bijection de [—2, 0] vers

La fonction g est définie sur R\{2}, continue sur son domaine (rationnelle) et on a ¢'(z) =

9([-2,0]) = [-2,—3] C [-2,0]. Cette dernitre inclusion avec la continuité de g implique I’existence d’au
moins un point fixe et comme g est strictement décroissante ce point fixe est unique.

Pour x # 2, 33‘%2 =r=2(z—-2)=3=22—-22—-3=0= 2 = —1o0uxz = 3. Par conséquent, I"unique
solution dans [—2,0] est r = —1.

2. Définir la suite (z,),, donnée par la méthode de point fixe, pour obtenir une solution approchée de (PF), et
vérifier qu’elle convergente. Evaluer |z, 1 — z,| et déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir
une solution approchée avec une précision de ¢ = 1074,

La suite (), est définie par :
{ o € [~2,0]
Tnt1 = g(@n) = ﬁ
Pour z € [-2,0],0na:
—2<2<0= 4<2-2<-2=4<(2-2)°<16= [z < 5 <
= SUDPge[—2,0] lg'(z)| = % < 1, par conséquent, la fonction g est Lipschitizienne ce que implique que la

méthode du point fixe (et (x,,),) est convergente. D’autre part, on a :

[@ns1 — Zal = [9(2n) — 9(an-))] < 3l — znct] < ()2t —2nczl < -+ < (B)|mr — x| < 2(3)"
11 suffit de considérer n tel que :
2(%)n <1074 = enin(3) < 0.00005 = n > % ~ 34.4251 = n = 35 donc, il faut exécuter au
moins 35 itérations.
3. Vérifier que (PF) peut étre transformé en un probleme de résolution d’un équation non linéaire de la forme
(Eqt) f(xz) = 0 avec f un polyndme de degré 2. En remarquant que r est solution de (Eqt), appliquer la

méthode de Dichotomie sur I’intervalle [—1.75; 0] et calculer les deux premiéres valeurs approchées de r.

(PF) = 2 =2 = z(x—2) =3 = 2> — 22 — 3 = 0 on pose donc f(z) = 22 — 2z — 3etle
probleme (PF) peut étre résolu en utilisant I’équation non linéaire (Eqt) f(z) = 0. r est solution de (PF)
alors % =r = r2 — 2r — 3 = 0 ce que signifie que r est solution de (Eqt).

On a: f est une fonction continue, f’(z) = 2z —2 < O sur [—1.75;0] et f(—1.75) x f(0) = 1.5625 x (—=3) < 0
et par conséquent, 7 est la seule solution de (Eqt) dans [—1.75; 0]
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wg = “LI3H0 = 0,875, f(—0.875) = ~0.4843 ona f(~1.75) x f(~0.875) <0 = r € [~1.75; ~0.873]
SLT3H(0875) _ 3195
(Cos75) _ .

xr1 =
P . il s P Yo € [_27 0]
4. On définit la suite, (y,, ), des itérés données par : V243
Ynt1 = 2ynn_2

Quelle méthode peut-on reconnaitre ? Etudier la convergence de cette méthode.

_ yat3 22—y’ —2yn+2yn+3 _ yn(2yn—2)—4 +2un+3 _ yn(2yn—2) + —v*+2yn+3 _ . y*—2yn—3
Ynt1 = 3y, 2y —2 2yn—2 2y, —2 2yn—2 Yn = T3y, 2

Donc yn4+1 = Yn — f,(é’;)) et on reconnait la méthode de Newton.

On a f est classe C? sur [—2,0], f/(z) =2z — 2 < sur [-2,0] et f"(z) =2 >0

Donc la convergence de la méthode dépend du choix de xg, la méthode est convergente pour tout valeur zg tel
que f(xzg) > 0 (C’estadire g € [—2, —1|).

Exercice 2 (2+2+1.5=5.5 POINTS) : (Les trois questions sont indépendantes)
€T, 1‘0:0 1'1:]_ IEQIZ 1}3:3
f) | 1 2 9 28

1. Déterminer le polynéme d’interpolation de f sur la base des points zg, 1 et xo en utilisant la méthode de

Soit f la fonction donnée par le tableau suivant :

Lagrange.

L — —
@) =0 n0-2) 2
(r—0)(z—2) a2-22 9
L = = = 2 —
@) = T=0a—2 -1 o
z—0)(z—1 D
Lo(z) = (z—0)(x—1) _
(2-0)(2-1) 2
2 2
-3z +2 —
Py(w) = f(w0)Lo(x) + fla1)La() + f(w2) Lo(w) = ——5—— +2(22 —2%) + 9——— = 3a” — 22 + 1
2. Déterminer le polynéme d’interpolation de f sur la base des points x1, x2 et x3 en utilisant la méthode de
Newton.
Meéthode de Newton :
ZT; f(a:z) DD1 DD?2
1 2
2 9 7
28 19 6
Donc

Py(x) = 2No(z) + TN1(z) + 6Na(z) =2+ 7(x — 1)+ 6(z — 1)(z — 2) = 622 — 11z + 7
3. Donner une valeur approchée de f03 f(x)dx en utilisant 1a méthode des trapezes (composite avec 3 trapézes).

3—2

3 ! 2 3 1-0 2-1
| @ = [ @aos [ p@ies [ e = 207 0)+ S5 GO (R
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Donc

3
/0 f(z)dx ~ %f(()) + f(1) + f(2) + %f(?)) — 955

Exercice 3 (1.5+1.5+1.5=4.5 POINTS) : Soit f une fonction de classe C'! et (App) I’approximation :

1
(App) / RO

1. Déterminer z, pour que (App) soit exacte pour les polyndmes de degré 0 et 1 (On peut utiliser f(z) = 1 puis
f(z) = ).
fa)=1= [ de=2~L1(1+4+1)=2
f(a:):z:>f_11xda::0z%( 1+4a9+1) = 31’0:>a;0_0

(f(=1) +4f(z0) + f(1))

W =

2. On suppose que zo = 0, en utilisant un changement de variable affine, dans I = ff f(x)dx, déduire une
formule () permettant de calculer une valeur approchée de I.
On pose x = mt + p le changement de variable entre [a; b] et [—1, 1] alors :
Pourz =a,t=—-1donca=—-m-+p
Pourx =b,t=1doncb=m+p

b—

a=-—-m-+ m =
g ’ bsz
b=m+p =5

I,m
x:l’*T“ter‘LT“,dx:bfT“dt,t: 2 etdt = diOna:
2 2
I_/bf(xm_/l f(b—at+a+b)b—adt_b—a/1 f(b—at+a+b)dt
, A 2 /72 2 ), 2 2
En utilisant (App) on a :
b b—al b—a a-+bd b—a a—|—b a—|—b
1= [t = 1500 (IS S af G x 0+ D 1 (P54 1E0)
b a a+b
I= [ fz)de~ fla) +4f(——) + f(b)

3. Vérifier que () est une quadrature de type Newton-cotes, laquelle ? Déterminer I’ordre exacte de (Q).

I= /abf(x)dx ~

Les points d’intégration sont équidistants : xg = a, 1 =

a+b

*(s@+af 5D+ 10)) = -0 (@ + 5150+ 510)

b—a

“*b et xo = b sont tels que 1 — g = 22 — 11 = 5~

et % + % + % = 1 On reconnait le schéma général d’une quadrature de Newton-cotes avec n = 2 et la quadrature

est celle de Simpson. Comme n est pair, I’ordre exacte est n + 1 = 3.
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Exercice 4 (1.5+2=3.5 POINTS) : Considérons le Probleme de Cauchy (PC') donné par :

(poy J O =/ at),  Pourt>0
x(0) =29 donné

Soit & > 0 un pas de temps, on pose t,, = nh pour n € IN ainsi ¢y = 0 et x,, une approximation de x(ty,).
1. On suppose que (PC) admet une solution unique. Intégrer I’équation différentielle sur [¢,;¢,+1] et utiliser
méthode du rectangle a gauche pour exprimer x, 1 en fonction de x,,.

/t Ot = 2(bet)—a(tn) = /t b e () dt ~ F(b 2 (1)) /t "t = (ner—t) F (b 2(b)) = hF(t

En utilisant I’approximation (t;) >~ zjona: Tp11 = Tn + hf(tn, zp)
2. Intégrer 1’équation différentielle sur [t,; ¢, +1] et utiliser méthode du rectangle a droite pour exprimer z,,41 en

fonction de x,,. Transformer le schéma implicite ainsi obtenu en un schéma explicite.

tn+1 tn+1 tn+1
| 0t = altr)=altn) = [ 2t = ftarriatnn) [ = (uata) i ot
tn tn tn

En utilisant I’approximation 2 (;) >~ zjona: Zp41 = p + hf(tp11, Tny1) qui est un schéma implicite.
Pour rendre le schéma explicite, nous pouvons remplacer z, 41 dans le second membre par une expression équi-

valente, par exemple, avec la formule de la premiere question :

Tpil = Tp + hf(tn+1a Tn + hf(tna xn))

Rédaction et Présentation: 1 Point Page 1/1
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